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1. FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE DOWOLNEGO KATA
Przypomnienie

Funkcje frygonometryczne kata ostrego w trojkqcie prostokgtnym

W trojkgcie prostokgtnym o przyprostokgtnych dtugosci a i b oraz
przeciwprostokgtnej dtugosci c:

Sinusem kgta ostrego nazywamy stosunek dtugosci przyprostokgtnej lezqcej
naprzeciw tego kgta ostrego do dtugosci przeciwprostokgtnej.

Cosinusem kgta ostrego nazywamy stosunek dtugosci przyprostokgtnej
lezgcej przy tym kqgcie ostrym do dtugosci przeciwprostokgtne;.

Tangensem kqgta ostrego nazywamy stosunek dtugosci przyprostokgtnej
lezgcej naprzeciw tego kgta do dtugosci drugiej przyprostokgtne;.
Cotangensem kgta ostrego nazywamy stosunek dtugosci przyprostokgtnej

lezgcej przy tym kqcie do dtugosci drugiej przyprostokqgtne;.

Wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°,45°, 60°

o

30° 45° 60

sin « l NG ﬁ

2 2 2

CO0S \3 V2 l

2 2 2

tg V3 1 V3
3

ctg « \3 ] V3

3

Funkcje trygonometryczne kqtéw o miarach do 0° do 180°

W celu okreslenia funkcji trygonometrycznych kgtéw o miarach od 0° do
180° umieszcza sie kgt w uktadzie wspotrzednych w taki sposdb, ze:

* wierzchotek kgta pokrywa sie z poczgtkiem uktadu wspdtrzednych
(punktem (0,0))

* jedno ramie, zwane ramieniem poczqgtkowym pokrywa sie z dodatnig
potosig X,

 drugie ramie, zwane ramieniem koncowym, w zaleznosci od miary kgta,
umieszcza sie w | lub Il ¢wiartce uktadu wspotrzednych albo na poétosiach x

lub y uktadu wspotrzednych,




*aby okreslic wartosci funkcji trygonometrycznych kgta umieszczonego w

uktadzie wspotrzednych, obieramy na ramieniu koncowym tego kgta

dowolny punkt P, rézny od 0 = (0,0), taki, ze P = (x, y)

*a nastepnie obliczamy:

sina =

CoOSa =

= | x = <

tfgoa ==
X
(x#0)

Znaki i wartosci funkcji trygonometrycznych kata «

0° |1ewiarka| 90° i éwiarka| 180°
sinx| 0 | + L |9
cos x| 1 g 0 | — -1
tgx | 0 | + — | B

Jesli kat o jest kgtem ostrym, to:

sin(180° — &) =sina

cos(180° —a) = —cosa

tg(180° —a) =g



Temat: MIARA tUKOWA KATA

Miarq tukowq kagta a nazywamy stosunek dtugosci tuku |, wyznaczonego

przez ten kgt, do dtugosci promienia r okregu:

a=—
r

| — dtugosc tuku, r — dtugosc promienia

Jednostkg miary tukowej jest radian, w skrocie piszemy rad.
Aby zamieni¢ miare tukowqg kgta (x) na miare stopniowq (a) lub odwrotnie,

mozemy skorzystac z proporcji:

a X

360° 27

Zadanie 1. Podaj miare tukowqg kgta AOB:

Zadanie 2. Uzupetnij diagram, podajgc miare kgta w stopniach i w

radianach.
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Zadanie 3. Korzystajgc z przedstawionej ponizej metody

uzupetnij tabelke.

270° =270° - — =37 To=lg. 2% _ 700
1809 2 18 18 T
W stopniach | 50 | 100 36° 2250 | 3150
W radianach T 3m | 5m | 7 117 | 137
8 10| 8 | 6 6 6

Zadanie 4. Na rysunku ponizej przedstawiono dwie miary: stopniowq i tukowaq.

Uzupetnij puste miejsca.

0 60° 120 , 420°
‘d) } i i — = - I .
0 : LT 2T
¢ , | 45 . 90° 105°
}J) f - 1 - | [ e ; ‘ [
Zadanie 5. Oblicz miare tukowq kgtéw:
a) 70°, e) 310°, i) 270°,
b) 20°, f) 180°, j) 60°,
c) 130°, g) 360°, k) 27°,
d) 38° h) 150 ) 34°,

Zadanie 6. Wyznacz miare tukowqg kgtow wewnetrznych nastepujgcych

wielokgtow foremnych:
a) trojkata, b) kwadratu, C) pieciokata,

Zadanie 7. Jakg miare stopniowg ma kgt

Q) 7 rad, C) §7r rad, e) §7r rad,
3 2 3
b) 7 rad, d) §7r rad, f) 7 rad,
9 6 4
Zadanie 8. Oblicz miare stopniowqg kgtow:
2 7
a) 37 C) S
T 11
b) Py d) Eﬂ,

d) szesciokgta.



Temat: FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE DOWOLNEGO KATA

Aby okreslic wartosci funkcji trygonometrycznych kgta umieszczonego w
uktadzie wspodtrzednych, obieramy na ramieniu koncowym tego kgta
dowolny punkt P, rézny od 0 = (0,0), taki, ze P = (x, y).

+4
SMa:X
_.—3 r
1 / ' CoSa = X
J 1, Pl ) r
r’) tg o= X
—.—1 X
(‘y (x#0)
-52 -51 : 2: 'I" ? ? r = X2 + y2
1, T 0° < <180°

Zadanie 1. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kgta, ktérego jedno

ramie pokrywa sie z dodatniqg poétosig osi x,a na drugim ramieniu lezy punkt P.

).

a) P=(-3,4), d) P = (-4,3), g) P=(—V3,1
b) P =(4-3), e)P=(5-11), h) P = (v3.-1),
c) P=(-2-1), f) P =(-2,4), f) P =(—v2,2)

Zadanie 2. Skresl punkty, ktdre nie nalezg do ramienia kohcowego kgta a.

.

a) tga = -2, a € (90°180°) P=(-53),Q=(5-3), R=(-3,5)
b) tga = = a € (180°;270°) P=(57), Q=(-7,-5).R=(-5.-7)
c) tga = -2, € (270°360°) P=(2-4), Q=(21), R=(Z,~2)
1 _ _ _ 1 1
d) ctga =%, a € (180%270°) P=(-1-6),Q=(-6-1),R= (—5,—5)
Zadanie 3. Na rysunku obok przedstawiono £
o P5(0,1)
okrgg jednostkowy z zaznaczonymi punktami: B;(—%’. \—f) 4»\2\(\ o A
. N) Pl(‘—,—%—)
Po, ..., P7. / ‘\,// \
Py(—1,0) / 45° |\
O | Po(1,0)
- _\\ //7 “77 —‘\;—5
Pl -4, —%) ~—— . _
( T > Ps(0,-1)




a) Podaj miare kgta

a;, do ktérego ramienia koncowego nalezy punkt Pidlai=0, 1, ..., 7.

b) Uzupetnij tabele.

a | 00| 450|900 | 1350 | 1800 | 2250 | 270° | 315°

sin a

COS «a

g «a X X

Zadanie 4. Na okregu jednostkowym, ktérego srodek lezy w poczgtku uktadu

wspotrzednych, zaznaczono dwanascie punktow
Py

wyznaczonych przez ramiona koncowe kgtéw, ktoérych
Py
miary sqg wielokrotnosciami kgta 30° (rysunek obok). /

a) Podaj wspotrzedne punktdw Py, ..., Pi1. B 0 Py(1,0) X
Py Py
b)Uzupetnij tabele, korzystajgc z rysunku. Ps g o
a 300 | 600 | 1200 | 1500 | 2100 | 2400 | 3000 | 330°
sin a 1
2
COS a V3
2
tg a V3
3
Zadanie 5. Punkt P (%Zﬁ,%_ﬁ) lezy na ramieniu koncowym kgta 15¢. Oblicz
sinaicos a, jezeli:
a) a= 1659, b) a=1950, Cc) a = 3450, d) a=759°.



Temat: ZNAKI WARTOSCI FUNKCII TRYGONOMETRYCZNYCH
DOWOLNEGO KATA

Zadanie 1. Wpisz +, gdy funkcja przyjmuje wartosci dodatnie oraz -, gdy

funkcja przyjmuje wartosci uiemne.

sina cosa tga ctga
a € (0°;90°)
a € (90°%;180°) + . - _

a € (180°;270°)

a € (270°;360°)

Zadanie 2. W miejsce wpisz znak < lub >.

a) sin190° 0, C) tg230° 0, e) sin295° 0,
b) cos150° 0, d) ctg290° 0, f) cos305° 0.

Zadanie 3. W ktdérej cwiartce uktadu wspotrzednych lezy ramie kohcowe kgta

a, jesli:

a) sina>0icosa<0, d)sina<0itga<Q0, g)tga<0icosa>0,
b) cosa>0itga<0, e) cosa<0isina-cosa<0, h)sina<0icosa<O,
c) sina<0itga>0, fjsma>0itga>0 i)sina>0icosa>0.

Zadanie 4. Uzasadnij, ze:

a) sina > 0 dla a € (0°;180°),

b) cosa > 0 dla a € (0°;90°) U (270°; 360°),
c) tga > 0dlaa € (0°,90°) U (180°;270°),

Temat: OKRESOWOSE FUNKCIT TRYGONOMETRYCZNYCH

Funkcje f okreslong na zbiorze D nazywamy okresowaq, jesli istnieje liczba T # 0

taka, ze dla kazdego argumentu x € D i dowolnej liczby catkowitej k:
x+ kT € D oraz f(x + kT) = f(x)

Liczbe T nazywamy okresem funkciji.




Dla dowolnego x € R: sin(x + 2km) = sinx, gdziek € C.

Dla dowolnego x € R: cos (x + 2km) = cosx, gdziek € C.

Dla dowolnego x # % + nm, gdzien € C:tg(x + km) = tgx; gdzie k € C.
Dla dowolnego x € R: sin(—x) = —sin x.

Dla dowolnego x € R: cos(—x) = cosx

Dla dowolnego x # g + km, gdzie k € C:tg(—x) = —tgx

Zadanie 1. Zapisz miare kgta w postaci k- 360° + a,gdzie k € C,a €<

0°,360°). Podaj miare gtownqg kgta skierowanego a, ktérego miara jest rowna:

a) 14009, d) -10809, g) -35900 j) 8500,
b) 1439030, e) 730010", h) 14130, k) -1079925’,
c) -7000, f) -6950, i) 630015", 1) 10000.

Zadanie 2. Zaznacz na ptaszczyznie kartezjanskiej kgt skierowany a, ktérego

miara jest rowna:

a) a = 315°, c) a =—120°, e) a = —1305°,
b) @ =570°, d) @ = —2130°, f) @ = 4260°.

Zadanie 3. O ktéry z podanych kgtéw mozna

'}/’ \

brocic pot tg OA, ab kryta si :
obrécic podtprostg aby pokryta sie ona z E//
potprostg OB (rysunek obok)?2 Zakresl te kgty. A

" 30°)

3900, 7500, 11009, 09, 1470°, -3309, -690°, -1050°, O AX
-14400°,
Zadanie 4. Potprosta OA po obrocie o kgt a pokryta sie z %
potprostg OB (rysunek obok). Wyznacz miare kata a, jesli: 1
a) a € (0°,360°), c) a € (1080°,1440°), / CET S
b) a € (360°,720°), d)a € (—1080°,—720°). B/ .
Zadanie 5. Czy ramie koncowe kgta a pokrywa sie z /
ramieniem konhcowym kgta B2
a) a=7350, 3 =475°, c) a=2900, B =13700°, e) a=-225°, 3 = 8650,
b) a=-310°, B =-4109, d) a = 6200, B =-4400, f) a=1500°,  =-9300.



Zadanie 6. Oblicz.

sin 39090, g) sin 1500, m) cos (-3309),

sin 7659, h) tg (-6759), n) tg (-10359),

tg 36600, i) tg 36300, o) cosIm,

cos 1125¢, J) cos (-660°), p) sin (—Z—Sn),
17

tg 7809, k) tg 14400, q) cos?z,

. 5

sin (-300°), 1) tg (-690), ) tg (=),

Temat: WZORY REDUKCYJINE

Aby obliczy¢ wartos¢ dowolnej funkcji trygonometrycznej kata wiekszego od
kgta prostego mozna skorzystac z metody:

1) ustalamy znak funkcji wyjsciowej w zaleznosci od ¢wiartki, w ktérej znajduje
sie kat

2) przedstawiamy kat w postaci k -~ F a (k - 90° F ), gdzie keN, ae < 0,)

(ae < 0,90))

- jelli k jest liczbg nieparzystqg, to funkcja sinus zmienia sie w cosinus, a funkcja
tangens w cotangens i odwrotnie (mowimy, ze funkcja zmienia sie na
cofunkcje),

- jelli k jest liczbqg parzystq, to funkcja pozostaje bez zmian.

Mozemy rowniez skorzystac z ponizszej tabelki:

—a |90° - |90" + e [180° — 1807 4+ [270° —x [270" + x| 360° — |360° 4+ x
@

e %_g{ %4-05 m—ce | T %‘T—o{ %’T—I—o{ 2mr—o | 274
sing| —sine | coser | coser | sine | —sine | —cosa | —cose | —sine | sino
CO82| coser | sine | —sine |—cosa| —cosar | —sine | sine COSck COS0k
tang|—tano| coto |—cote|—tanc| tanc coter | —coter | —tana | tana
cotip|—coter| tano |—tano|—cote| coto tana | —tana | —coter | cote

10



Zadanie 1. Oblicz, korzystajgc ze wzordw redukcyjnych:

a) sin 21090, g) cos 6609, m) sin1020°,
b) sin120°, h) cos420°, n) sin (-3309),
Cc) cos 4800, i) sin3009°, o) tg (-2109),
d) cos (-9600), j) tg 2250, p) tg(—300°),
e) sin (-4959), k) tg (-3159), q) tg (-2400),
f) cos(—405°), ) cos(—390°), r) sin (—=750°).

Zadanie 2. Korzystajgc ze wzordw redukcyjnych, oblicz:

.3 11 . 13
Q) Sin e) sin—T, ) cos (—?n),
5 . 4 . 10
b) cos2 L f) SNz, i) tg (—?n),
C) tglj:n, g) cos (—%n), k) sin(—%lﬂj,
19 11 7 7
d) tg ™ h) tg (_Tﬂ)' ) tg (—gn) —tg-m.

Zadanie 3. Oblicz stosujgc wzory redukcyjne:

sin 210°cos 480°
tgl20°

a) d) sin?45° + cos?135° , g) cos330° + tg120°tg330°,
cos120®  tgl50°

. sin(360° —30°)-tg135°
b) sin2330° tg210°"

e) sin?120° + cos?150°,
cos(—405°)tg 240°

2c0s55° sin 45° o o .\ €0s2150°tg210°tg135°
C) Sln 350 cos 600 ! f)tg135 - tg225 ! I) 5in2150°+c0s2210°
1
Zadanie 4. Oblicz sin240°, cos 240°, tg240° 4
(mozesz skorzystaé z rysunku zamieszczonego obok). 60%

Zadanie 5. Oblicz sin300°, cos300°, tg300° i ctg300°

~2.3

Zadanie 6. Podaj wartosc:

Q) tg(—x), jeslitgx = 3,
b) tg(—x), jeslitgx =

winN

c) tgxjeslitg(—x) ==

11



Temat: ZWIAZKI MIEDZY FUNKCIJAMI
TRYGONOMETRYCZNYMI DOWOLNEGO KATA

Zwiqzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kgta

sin? « + cos? x =1 (iedynka trygonometryczna)

tg x = Sim, gdy cos < # 0

COSX

Dla dowolnego a € R:
sin2a = 2sinacosa

cos2a = cos’a — sin’a.

Zadanie 1. Wiedzqc, ze sina =%, aell Ew. wyznacz cosa, tga .

Zadanie 2. Oblicz sin g, gdy tgﬂ=%, ﬁe(n;gnj.

Zadanie 3. Oblicz wartosci pozostatych funkcji frygonometrycznych danego

kgta wiedzqc, ze

. 3. 3 . 4 . 3z
a) siny=—=1 =7, d) sinf=——inr<pf<—,
) siny c 76(#272) ) sinpg e 7 B 5
b) cosa=081 ae §7z;27r , e) tga=—2E i ae §7z;27r ,
2 2 2
. . o 1. 3
C) sina=04 i ae(90 180°), f) cosa:—z | 066(72',572').

Zadanie 4. Wyznacz wartosci pozostatych funkcji frygonometrycznych kgta

ostrego «, jesli:
a) sina=-0,25, b) COSa=?, C) tga:—%.

Zadanie 5. Wiedzqc, ze:

3 3 . L . . Sinag+cosa
Q) tga=-—, ae|—r2r |0obliczwartos¢ wyrazenia ———.
4 2 Sina —Cos &
2 1 . iy . . Sina—-cosa
b) tgaa ==, ae| 0,=x |oblicz warto$¢ wyrazenia —————
3 2 Sina +Ccos

C) sina-cosa = T oblicz wartos€ wyrazenia sina +cos« .

d)sina +cosa = 3 oblicz wartosC wyrazenia sina -cosa .

12



Zadanie 6. Udowodnij tozsamosc¢:
a) (1+cosa)l-cosa)=sin’a

b) (cosa+sina) =1+ 2sinacosa

c) (sina+cosa) +(sina—cosa) =2
d) cos’a—sina=1-2sin*a

e) 2sin(90°—a)sina =sin 2«

Zadanie 7. Uzasadnij, ze jezeli cos& # 0 to prawdq jest, ze

(1+sina) - ( 1 —tgﬂf) =cos

COE N

Zadanie 8. Sprawdz, czy prawdziwa jest nastepujgca tozsamose

sin i
1-+cos 2u

=tgu

. Podaj konieczne zatozenia.

Zadanie 9. Uzasadnij, ze jezeli « jest kgtem ostrym, to

2 4

sina + cos?a = sinZa + costa.

Temat: FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE SUMY I ROZNICY
KATOW

Twierdzenie. Dla dowolnych a, 8 € R prawdziwe sq ponizsze wzory:

Sinus sumy kgtow: sin(a + B) = sinacosf + cosasinf
Sinus réznicy kgtow: sin(a — B) = sinacosf — cosasinf
cosinus sumy kgtow: cos(a + B) = cosacosf — sinasinf
cosinus roznicy kgtow: cos(a — B) = cosacosf + sinasinf

Dla dowolnego a € R:
sin2a = 2sinacosa

cos2a = cos’a — sin*a

Zadanie 1. Oblicz.

a) sin 750, korzystajgc ze wzoru na cosinus sumy kgtow,
b) cos 759, korzystajgc ze wzoru na cosinus sumy kgtow,
c) sin 1059, korzystajgc ze wzoru na sinus sumy kgtow,

d) cos % korzystajgc ze wzoru na cosinus sumy kgtow.

13



Zadanie 2. Oblicz.

a) sin15°, C) sin (—17—27'[), €)cos375°, g)cos(—435°)
b) sin105° , d) sin (gn) , f) cos855° , h) cos1155° .
Zadanie 3. Udowodnij wzér sin (% +a) = cosa.

sin(a+p)+sin(a—p)

Zadanie 4. Udowodnij, ze cos(at fricosap) — L9
Zadanie 5. Oblicz.
Q) co0s28° - cos17° — sin28° - sin17° d) Sinf—on . cos%n + cos%n . SiTl%T[
b) sin85° - cos25° — sin25° - cos85° e) sin33° - cos12° — sin12° - cos33°
8 1 .8 1 w4 T 4
C) cos-m-cos-m+ sin-m-sin-n f) sin—-sin-m—cos—-cos-m
7 7 7 7 18 9 18 9

Zadanie 6. Wyprowadz podane nizej wzory na sinus kgta podwojonego i

cosinus kgta podwojonego.

Dla dowolnego kata a € R
sin2a = 2sinacosa
cos2a = cos’a — sin*a

Zadanie 7. Wykaz, ze dla dowolnego « € R:
Q) cos2a = 2cos?a —1, b) cos2a = 1 — 2sin®a.

Zadanie 8. Oblicz sin (a + B) i cos (a + B), jesli:
. vz 1. fua b

Q) sina = S Cosp=Ziae (E;n), B € (0;5),
. V3 V2. 3w

b) sina = - cosp=—ia,pB€ (7;27r),

. 2VZ . 3
C) sina =§, cosf =%—Ia € (%;n),ﬁ € (771;271).

Zadanie 9. Oblicz: sina, cosa i tga, jesli:

Q) cosZaf:%iae(O;g), C) c052a=—§ia€(§;n),
b) cosZaz%iaE(%n;Zn), d) cosZaz—éiaE(%”;Zn).
Zadanie 10. Wykaz, 7e dla dowolnego kata atakiego, ze sinacos 3a #= 0

zachodzi tozsamose

thxx B 3 —4sin®a

tg a " 4dcosix—3

14



: N , . 2
Zadanie 11. Sprawd?, czy réwnoé¢ Sin(a + B) - sin(a — ) = sin

tozsamoscig trygonometryczng.

Temat: SUMA I ROZNICA FUNKCII TRYGONOMETRYCZNYCH

Twierdzenie. Dla dowolnych a, 8 € R prawdziwe sq ponizsze wzory:

Suma sinusow: sina + sinf = ZSin#cosg
R&znica sinusow: sina — sinf} = ZSin%cos#
Suma cosinusow: cosa + cosf = ZCOS#cosazi
Roznica cosinusow: cosa — cosf = —ZSin#sing

Zadanie 1. Ocen prawdziwosc¢ kazdego zdania. Wskaz P, jesli zdanie jest

prawdziwe, lub F, jesli jest fatszywe.

1) sin32° + sin28° = cos2° P/F
2) sin77° — sin17° = sin43° P/F
3) c0s69° + cos51° = c0s9° P/F
4) c0s84° — c0s24° = sin54° P/F

Zadanie 2. Korzystajgc ze wzordw na sume lub réznice odpowiednich funkciji

trygonometrycznych, oblicz.

a — sin? & jest

Q) sin5x + sin3x, C) sin8x — sin4x, e) sinx — sin (x - g)

b) cos7x — cos5x, d) cos8x + cos2x, f) sinx — sin g

Zadanie 3. Oblicz warto$¢ wyrazenia.

) sin24°+sin66° ) sin52°%-sin38° ) sin13°+sin47° ) sin35%-sin25°

€0524°+c0566°’ c0552°—cos38°’ c0s13%+cos47°’

Zadanie 4. Przedstaw wyrazenie w postaci iloczynu:

a) 1+ cosa, f) V2 + 2cosa,

b) 1+ sina, g) sin7a + sin5a + sin3a + sina,
c) 1—cosa, h) 1 + cosa + cos %

d) %— cosa, i) 1+ sina + cosa + tga,

e) 1+ 2sina, j) cosa + sin2a — cos3a.

Zadanie 5. Zamien sume na iloczyn: 2sin%a + V/3sin2a — 1.

€0s35%—c0525°"

15



Temat: WYKRES T WLASNOSCI FUNKCJT SINUS

Zadanie 1. Na rysunku przedstawiono wykres funkciji f(x) = sinx dla x € (0; 2m).

1Y
/3. fm\\‘
T | i \
2 T
1
2 // \
/ - Tr 5w 4r  3r  bm Tm lm |
/ \ 6 4 3 2 3 4 °6 2m
L L3 27 37 5w ™ 4
Q 6 4 3 2 = o X /X
el R sl b
)2 \\ g
7 _V_/-'; \_//
] 2

Uzupetnij wtasnosci:

a) dziedzina

b) przedziaty, w kiérych funkcja rosnie

c) przedziaty, w ktérych funkcja maleje

d) przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie

e) przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci ujemne

f) sinx=>dlax=__ lubx=__
Q) Sinxz—é dla x=__ lubx=___
h) sinx =2 dla x=__ lubx=__
) sinx=-2dla x=__ lubx=__

Zadanie 2. Na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = sinx,

gdzie x € R. Okresl prawdziwos¢ ponizszych zdan na podstawie wykresu.

. n Y SN : ﬁ
~ A B 1]//“ (@) =sinz / \ N
\\\.\/;’, Ao —\»/ /_?’] = 7 \'»j%i-«" Pz RN
A. Funkcja f(x) = sinx ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych. TAK / NIE
B. Funkcja f(x) = sinx rosnie w przedziale (0; 2m). TAK / NIE
C. O35 OY jest osig symetrii wykresu funkcji f(x) = sinx. TAK / NIE
D. Wykres funkcji f(x) = sinx ma nieskonczenie wiele osi symetrii. TAK / NIE
E. Punkt O(0,0) jest srodkiem symetrii wykresu funkciji f(x) = sinx. TAK / NIE
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Zadanie 3. lle miejsc zerowych ma funkcja f(x) = sinx w podanym
przedziale?
Q) (0; 2m), b) (—2m; 21) c) (0; 5m), d) (0;32m).

Zadanie 4. Korzystajgc z wykresu funkcji y =sinx, wskaz wszystkie te liczby
x € (- ;) takie, ze sinx = L
Zadanie 5. W oparciu o wykres funkcji sinus, w przedziale <0°;360°> zZnajdz

wszystkie kgty a, dla ktérych sina :g.

Zadanie 4. Korzystajgc z wykresu y =sina dla 0° <« <360°, okresl:
a) dla jakich argumentéw spetniajgcych warunek 0°<a <360° funkcja jest

malejgca i jednoczesnie przyjmuje wartosci ujemne?

b) ktéra z liczb: sin60°, sin100°, sin265° jest mniejsza od ?2’
C) rozwiqz: sina < % 0°<a<360°.

Temat: WYKRES T WLASNOSCI FUNKCJIT COSINUS

Zadanie 1. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = cosx dla x €
(—m; 2m).
Y
J”ﬁm} - /’M
// + 1 ,«‘//
T ™ /"’ 2 2T s ki 4m 3 ,//
-7 "6 —2/ 3 6 m 6 3 3/ 27
Z -5 %0 FTF TN /" gz x X
/ — e 7
A A2 ™ 7 f
= 1 2 g -

Rozwigzaniami réwnania:

Q) cosx = % w przedziale (0; 2m) sq liczby:

cosx = % W przedziale (—m; ) sq liczby:

b) cosx = ? w przedziale (0; 2m) sq liczby:

cosx = ? w przedziale (—m; ) sq liczby:

C) cosx = —%W przedziale (0; 2r) sq liczby:

cosx = —%w przedziale (—m; ) sq liczby:

17



Zadanie 2. Naszkicuj wykres funkcji y =cosx, x e(0;2z), oraz podaj:

e dziedzine,

e przedziaty, w ktdrych funkcja roénie,

e przedziaty, w ktdrych funkcja maleje,

e przedziaty, w ktdrych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie,

e przedziaty, w ktdrych funkcja przyjmuje wartosci ujemne.
Zadanie 3. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = cosx w przedziale (—3m; 3m).

Odpowiedz na pytania, korzystajgc z wykresu funkcji f(x) = cosx.
a) lle miejsc zerowych w przedziale (—3m; 3m) ma funkcja f(x) = cosx?
b) Dla jakich x € (—3m; 3m) spetnione jest rownanie cosx = 12

. , . , . 3
c) lle rozwigzan w przedziale (—3m; 3m) ma rdwnanie cos x = Z?

Zadanie 4. Podaj miejsca zerowe funkcji f(x) = cos x nalezqgce do przedziatu:

a) (0; 2m), b) (—2m; 21) c) (-im3m), d) (-2m=n).

Zadanie 5. Korzystajgc z wykresu y =cosa wskaz wszystkie wartosci

a € (—180°360°) takie, ze cosa = —%.

Zadanie 6. Korzystajgc z wykresu funkcji y =cos x, wskaz wszystkie liczby
x € (0;37) takie, ze cosx = —% :

Zadanie 7. Naszkicuj wykres funkcji y =cosx dla 0°<x<360°, a nastepnie

korzystajgc z wykresu, okresl:
a) dla jakich argumentow spetniajgcych warunek 0°< x<360° funkcja jest

malejgca i jednoczesnie przyjmuje wartosci ujemne?

b) ktéra z liczb: cos45°, cos182°, cos325° jest mniejsza od %2

C) rozwiqz: cosa <§, 0°<a <360°.
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Temat: WYKRES T WLASNOSCI FUNKCJIT TANGENS

Zadanie 1. Ponizej przedstawiono wykres funkcji f(x) = tgx, x € R\ {g +km:k € C}.

| I | | | | | I

| | | | | | | |

i :

| | | | | | -l

| | | | | | | |

| | | | | | | |

| I | | | | | |

| | | | | | | |

I [ I el | 1 | I

| | | | | | | | iy

7 I A3p | or | L T /3 fr S5z S In

e 2T T | 1.2 > [T 5 5 /X

| | | | | | | |

| | | | | | | |

| I | | | | | |

1 I | | | | | I

| | | | | | | |

| | | | | | | I

| | | | | | | |

| | | | | | | |
Okresl prawdziwos¢ zdan na podstawie wykresu.
A. Okresem podstawowym funkciji f(x) = tgx jest liczba T = n. TAK / NIE
B. Rownanie tgx = 0 jest spetnione dla x = krr, gdzie k € C. TAK / NIE

C. Asymptotami wykresu funkcji f sq proste x = kr, gdzie k
D. Punkt O(0,0) jest srodkiem symetrii wykresu funkciji f(x) =

Zadanie 2. Podaj rozwigzania rownania nalezgce do przed
Q) tgx =0 b)tgx =1 c) tgx = —V3
Zadanie 3. Naszkicuj wykres funkcji y =tgx, xe(0;27),

oraz podaj:
- dziedzine,
- przedziaty, w ktdrych funkcja rosnie,

- przedziaty, w ktérych funkcja maleje,

€ C. TAK / NIE
tgx. TAK / NIE
ziotu (-m; 7).

d) tgx = —?

- przedziaty, w ktorych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie,

- przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci ujemne.

- rbwnania asymptot pionowych jej wykresu.

Zadanie 4. Korzystajgc z wykresu funkcji f(x) =tgx, wyznacz rozwigzanie

rownania;

a) tgx =3, b) tgx = —/3,

c) tgng.
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Zadanie 5. Wskaz wszystkie liczby x spetniajgce rownanie:

a) tgx =3 ix € (2m; 3m),

b) tgx =3 ix € (=3m; —2m),

C)tgx =—1ix € (4m; 5m).

Zadanie 6. Oblicz sume pierwiastkbw rownania nalezgcych do przedziatu

x € (0; 4m).
V3
a) tgx =0, c)tgx = -, e) tgx = —V/3,

b)tgx =1, d) tgx = -1, f) tgx=§.

Temat: PRZESUNIECIE WYKRESU FUNKCJI
TRYGONOMETRYCZNEJ O WEKTOR

Zadanie 1. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = sinx. Naszkicuj

wykres funkcji g(x) = sinx + 11 h(x) = sinx — % oraz podaj ich zbiory wartosci.

Zadanie 2. Dany jest wykres funkciji f(x) = cosx Naszkicuj wykresy funkcii:

f(x) = cosx, g(x) = cosx + % i h(x) = cosx — 1 oraz podaqj ich zbiory wartosci.

A‘_(/
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Zadanie 3. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej zbidr wartosci, okres
podstawowy oraz miejsca zerowe.

a) f(x) = sin (x + %)

-2n -3/2n - -12n 0 1/6n 1/2r T 3/2n 2n
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d) f(x) = cos(x + 1),

-2n -3/2n - -12n 0 16n 1/2n T 3/2n 2n

T
e) f(x)= cos(x _Ej

-2n -3/2n - -1/2n 0 16n 1/2n T 3/2n 2n

£) fe = =sin(x-3),
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ol Agés(x)'_m_“

23



24



Zadanie 4. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbidr wartosci.

a) f(x) =sinx—1,

25



d) f(x)=-sinx-2

i

-2n -3/2n - -12n 0 1/6n 1/2n T 3/2n 2n

e) f(x) =sinx + 3,

26



g) f(x) =cosx+ 2,

-2n -3/2n - -12n 0 1/6n 1/2n T 3/2n

Zadanie 5. Naszkicuj wykres funkciji, podaj jej dziedzine i zbidr wartosci.

a) f(x)=cos (x+§) -1,

27



b) f(x) = cos (x—%) -2,

28



e) f(x) = sin(x—g) +1,

W9 0 L

. T 1
f) f(x)=-sin(x _E) +1§

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T | | T T
1L M) O W T -
05 k- n. S0 . x_
0t e — >
O P
! e
q - o "\N_,._.-—" A
B B o T S T e T S e Rt T L T S e CCTIoTe! PR SRR RN -
3| -
1 | 1 1 1 | 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 1 1 1 | 1 1 | | 1

-2n -3/2n - -12n 0 1/6n 1/2n T 32n 2n

Zadanie 6. Naszkicuj wykresy funkcji f, podaj dziedzine, miejsca zerowe oraz

zbidr wartosci funkcii.

Q) f(x)=sin(x—%)—3, b)f(x)=cos(x—§)—1,
C)f(x) = sinx + 2, d) f(x) =sin(x =) + 2.

Zadanie 7. Podaj zbidér wartosci funkciji f .
a)f(x) =sinx + 4, d) f(x) = —cos (x - g)

b) f(x)=sinx—3, e) f(x) =3 —cosx,

c) f(x) = cosx —=, f) f(x) = =1 — sinx.
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Zadanie 8. Naszkicuj wykresy funkciji:
f(x) =sinx, g(x) =—sinx, h(x) = —sin (x + g)

Dla jakich x € (—m; 2m) zachodzi rownosc:
h(x) =1¢

Zadanie 9. Na rysunku obok przedstawiono

wykres funkcji f(x) = tgx o dziedzinie Dy =

R\ {g + km:k € C}. Asymptotami pionowymi tego
wykresu sq proste o rownaniach x = g + km,

gdzie k € C.

a) Naszkicuj wykres funkcji g(x) = f (x - %)

b) Podaj dziedzine funkcji g.

c) Podajréownania asymptot pionowych wykresu funkcii g.

ol

e R —— — -
=

Zadanie 10. Naszkicuj wykresy funkcjiy = —f(x) iy = —f(x) + 2, jezeli f(x) = tgx

Zadanie 11. Narysuj w przedziale (- 27;27) wykres funkcji: y=-2+2cosx.

Wyznacz: zbidr wartosci, miejsca zerowe i przedziaty, w ktdrych funkcja rosnie.

Zadanie 12. Naszkicuj wykres funkcji f i podaqj jej dziedzine.

a) f(x) =tg (x —g),

S
|
Y]
=)
.__._____.__-.w}_"j<~___-_____._.

:y
y=tgx
1
.
X

.__.....___.._N_}":’t‘.._._.__-_____._.
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b) f(x) =tgx+1,
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Zadanie 13. Podpisz przedstawione ponizej wykresy funkcji:

f(x) = cosx, g(x) =—cosx, h(x)= —cos (x — g)

Dla jakich x € (—m; 2m) zachodzi rownosc¢: — cos (x — g) = ie

Temat: PRZEKSZTALCENIA WYKRESU FUNKCJTI
TRYGONOMETRYCZNET y = af (x)

Zadanie 1. Naszkicuj wykres funkcji, podaj jej zbior wartosci i amplitude jej

wykresu.
a) f(x) = 3sinx,
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T Tzl T T
T L (9 e fooach sin().__;
o . -
/ N (I IS ¢ P N P X
0 I T o N ,7 ]
i e NG i o
1k ; S e Ml 4
oLk o
3k _
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
21 3/2n T -12n 0 1/6n 1/2n T 3/2n 2n
3 .
b) f(x) = 5 Sinx,
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T ‘l T T
3| e N 1 L SiN(X) 3
o L ; e facd
o I ] . i ]
05 |- /,{/ & b e
0 / \\ i / NG . X
e - T S T A
5 X 3 < i i
N B / \\~ e
.1 - R s dem :T‘;ﬁ:_—’ -
D e o
3 F .
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-2n -3/2n - -12n 0 1/6n 1/2r e 3/2n 2n
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Hfx) = —2,5sinx

P B I P e B e | e ) ) Ll vos

_2_ ......................................................................................................................................................................... -

-2n -3/2n T -12n 0 1/6n 1/2rn b3 3/2n 2n

Zadanie 2. Narysuj w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji f, g i h.
a) f(x) = 2sinx, g(x) = 2sin (x — g) h(x) = 2sin (x — %) +1
b) f(x) = 3cosx, g(x) =3cos (x+§) h(x) = 3 cos (x+§)— 1
c) fx) = %sin X, glx) = %sin (x + %) h(x) = %sin (x + %) +2
d) f(x) = 2cosx, glx) = 2cos(x—§n), h(x) = 2cos(x—§n)—3

Zadanie 3. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbidr wartosci.

Q) f(x)=—25in(x—§), b) f(x)=—2cos(x—§)—1

Zadanie 4. Naszkicuj wykres funkcji f.

a) f(x) = —2tgx,

}l

y=1tgx

= W

s et b ey ol e dos oo o U e e R o o St e ol e Lol
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Temat: PRZEKSZTALCENIA WYKRESU FUNKCJT
TRYGONOMETRYCZNET y = f(ax)

Zadanie 1. Podaj okres podstawowy T funkcji g (jej wykres przedstawiono

kolorem niebieskim, kolorem czarnym narysowano wykres funkcji f(x) = sinx).

a) g(x) = sin2x b) g(x) = sin3x

Zadanie 2. Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(x) = sin%x i naszkicuj jej wykres.

Zadanie 3. Naszkicuj wykres funkcji f, podaj jej okres podstawowy i miejsca

zerowe nalezgce do przedziatu (0; 27).

a) f(x) = cos4x, c)flx) = —cos%x, e)fix)= sinéx,

b) f(x) = cos%x, d) f(x) = sin3x, f) f(x) = —sin %
Zadanie 4. Naszkicuj wykres funkcji f . Podaqj jej okres podstawowy i miejsca
zerowe.

a) f(x) =tg73, b) f(x) = tg3x.

Zadanie 5. Naszkicuj wykres funkciji f . Podaj okres podstawowy i zbior
wartosci.

a) f(x) = cos2 (x — g) f) f(x) = 3cos <2x — g)

b) f(x) = 2cos (x — E), )
c) f(x) =sin2(x — 75, a) f(x) = [cos2x],
d) f(x) = sin Gx +g) h) f(x) = [2sin3x],

e) f(x) =2cos (Zx —g) ) Flx) = |sin%x|.

Zadanie 6. Kazda z funkcji f1, f2, f3 okreslona jest
wzorem y = a - cosbx dla pewnych a,b € R . Podqj

wzory tych funkcii.
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Zadanie?7. Naszkicuj wykres funkcji f . Podaj jej okres podstawowy i zbidr

wartosci.

a) f(x) = 3sin2x, b) f(x) = =2sin3x, C)f(x) = 4cos3x, d) f(x)= %cost.

Temat: PRZEKSZTALCENIA WYKRESU FUNKCJTI
TRYGONOMETRYCZNEJ y = f(Ix]), y = If(x)].

Zadanie 1. Naszkicuj wykres funkcji f i podaqj jej okres podstawowy.

a) f(x) = |cosx]

Ay

7 5 .
— 27 3n —TT ™ s T / T
2 —T>\/Q t \/T;r i
—J]+

b) f(x) = |tgx|

" e e G . - A —— - ——— -
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c) f(x) = —|sinx|

.ib'y

Zadanie 2. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |2cosx — 1| i podqj jej okres

podstawowy.

Ay

Zadanie 3. Naszkicuj wykres funkcji y =[sinx—1. Na podstawie wykresu omow

wtasnosci.
Zadanie 4. Naszkicuj wykresy funkcji f, podaj dziedzine, miejsca zerowe oraz

zbidr wartosci funkcji f(x) = —|sinx|.
Zadanie 5. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = sin|x|. Czy funkcja ta jest okresowa?e

Zadanie 6. Naszkicuj wykres funkcji f .

a) f(x)= |sin (x —%)|

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 'l T T
3k S it  BEE SRR LY : sin(x) dad
2 | U P i ; 5L SO TR EO L IO, bt bt b
I Lol N §

V4 i N i i . NG P X
OB : / -5

s N "{/ \\\\- : ’,/ : -

g o S, 8 T 4

2k 4

e -
1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-2n -3/12n - -1/2n 0 1/6n 1/2r T 3/2n 2n
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b) f(x) = 2|sinx| — 1,

; siln(x)l

N\
3

—_
T T T T T Toned T T T
|

-2n -3/2n T -1/2n 0 1/6n 1/2n b3 3/2n 2n

Zadanie 7. Naszkicuj w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji: f, g, h.

Podaj okresy podstawowe tych funkcii.

a) f(x) =sin2x, g(x) = |sin2x|, h(x) = |sin2x| — 1

b) f(x) = cos3x, g(x)=|cos3x|, h(x) = |cos3x| + 1.

Zadanie 8. Naszkicuj wykres funkcji f .

a) f(x) =2 —|3sinx|, b) f(x) = |cos(x—§)|, c) f(x) = —3|cosx|.
Zadanie 9. Naszkicuj wykres funkcji f .

a) f(x) = sinlx|, d) f(x) = cos |§x| f)f(x) = sin|2x],
b) f(x) =1— cos|x]|, e) f(x) = 2sin|2x| — 1, g) f(x) = 3cos|2x| + 1.
c) f(x) = |tg2x|,

Temat: ROWNANIA I NIEROWNOSCI TRYGONOMETRYCZNE

Zadanie 1. Rozwigz rbwnanie:

a) sin3x =1, C) cos2x = —1, e) cosdx = %
b) tg4x = -1, d) sin (Bx — g) = \/2—5 f) sin?3x = 1.
Zadanie 2. Rozwigz rbwnanie:

a) \/fsin(;—c—%)zl e) 2cos(2x—§)=1,

) 8(E4D) 2 heost (+-3) =

c) cos(2x+%)=—% 9) cos(3x+§)=\/2—§,

d) j) 2sin (x + g) =1, h)cos?2x = 1.
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Zadanie 3. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Rozwigz robwnanie sin?x = 3sinx.
sin?x — 3sinx = 0
sinx(sinx —3) =0
sinx = 0 lub sinx = 3

Rownanie sinx = 3 jest sprzeczne. Rdbwnanie sinx = 0 jest spetnione dla

x = km, gdzie k € C - jest fo rozwigzanie rbwnania wyjsciowego.

Rozwigz rownanie.
Q) sin?x = —sinx, C) 2cos3x — cosx = 0 e) 4sin3x = sinx

b) sin3x + sinx = 0, d) 2cos?x = —cosx f) tg3x = tgx,

Zadanie 3. a) Odczytaj rozwigzanie nierdwnosci sinx < —% dla x € (—2m; 3m).

— 1 i Y= SRt
v ~.\ , 2 > d e .\\ H i /, i i ‘\\
- - - 4 \‘ 7 Y
\\,.7 - / I P\ (/Z ] % : i ,,,\\, /,./ N X
S ] ; it ] ; BRIy SRS : ;
y <=4

b) Odczytaj rozwigzanie nierdwnosci cosx = % dla x € (—2m; 3m).

v v _
j //,w \\‘ I T 1 ¥ / - '**vﬁ\\—: = — / - di.-\T\:f -
/ \‘\ Pg 3 " Vé i N\
v ot e B O z N\ N X
N —1 e Y= COS T e

2 2’2 2’2

Zadanie 4. Dla x € (—%n; —E) U (—E;E) U (E-in) odczytaj

rozwigzanie nierdbwnosci.

a) tgx>0
b) tgx> ?

c) tgx < —/3.

Zadanie 5. Rozwigz graficznie nierdbwnosc

a) sinx>1, xe(-Z: 2, c)sinx>1 dia xe(-2m;27);
2 2 2 2

b) cosx<0, xe(-2z;2z), d) tgx<ldla xe(-27;27); €)




Zadanie é. Rozwigz nierdwnosc:

a) 2sinx <1, c) V3ctgx < -1, e) sin2x < —%,
b) sin3x < % d) cosx > —%, f) ZSing <+/3.

Zadanie 7. Korzystajgc z ponizszego rysunku, podaj rozwigzania nierdbwnosci

sinx < cosx.

v
/><\ ‘ Yy =sinax

2 =i z o 4 m
? y =cosw
—1

a) daxe (-mn), b) dlaxeR.

)

%

Temat: POWTORZENIE WIADOMOSCI - FUNKCJE
TRYGONOMETRYCZNE

Sprawdz, czy juz umiesz:
v zamieni¢ miare tukowq kgta na stopniowq i odwrotnie
v’ zaznaczy< w uktadzie wspdtrzednych kgty skierowane
v podac miare kgta gtdwnego dla dowolnego kagta
v’ korzystac z definicji i wyznaczac¢ wartosci funkciji sinus, cosinus i tangens
dowolnego kgta o mierze wyrazonej w stopniach lub radianach
v' wyznaczac wartosci funkciji sinus, cosinus i tangens wielokrotnosci kgta

s s e . o o o e N
Y wartosci sin(-a), cos(-a), tg(-a) oraz znaki wartosci funkcji sinus, cosinus

i tangens,

v wyznaczac wartosci funkciji sinus, cosinus i tangens dowolnego kgta
poprzez sprowadzenie do przypadku kgta ostrego,

v’ korzystac z okresowosci funkcji frygonometrycznych

v znajgc wartos¢ jednej z funkciji sinus lub cosinus, wyznaczac¢ wartosci
pozostatych funkcji tego samego kgta

v stosowac wzory na sinus i cosinus sumy i roznicy kgtéw,

v stosowac wzory na sume i réznice sinusdw i cosinusow kgtow,

v sporzqdzi¢ wykresy funkciji sinus, cosinus i tangens w zadanym

przedziale,
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v naszkicowac wykresy funkcji trygonometrycznych: y = sin(x + p),
y=cos(X +p),y=tg(X +p).y=sinX +q, y=cosX +q, y=tgX +q,
y = —sinX,y = —cosX,y = —tgX, y = sin(—x),y = cos(—Xx),y = tg(—x).
orazy = |sinx |,y = |[cosX|,y = |tgXx|,y = c-sinX,y=c-cosX,y = c-tgX,
y =sin(c: x),y =cos(c- x),y =tg(c- X).

v postugiwac sie wykresami funkciji trygonometrycznych do

rozwigzywania nierownosci typu: sinx > a, cosx < a, tgx > a

Zadanie 1. Uzupetnij tabele.

Miara 2 5 T
— 7T —T

tukowa 3 12

Miara 300° 120° 9°

kgtowa

Zadanie 2. Zaznacz w uktadzie wspotrzednych (kazdy w osobnym) katy
skierowane

a) 405° b) —150°.

Zadanie 3. Okresl miare kgta gtdbwnego dla

a) a=900° b) a=-100°".

Zadanie 4. Okresl z tablic korzystajgc z wtasnosci funkcji trygonometrycznych

wartosc:

a) sin223° d) sin(-192°) g) sin1125°
b) cos(-105") e) cos840° h) cos(-302°)
c) tg(-325)° f) tg(-155") i) tg445°

Zadanie 5. Oblicz wartosci pozostatych funkcji frygonometrycznych jesli

Q) sina = e a nalezy do Il cwiartki
100

b) cosa :é a nalezy do IV ¢wiartki

43




Zadanie 6. Okredl przebieg funkcji y =|sinx—1

PP N
g f

Zadanie 8. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kagta, ktérego jedno
ramie pokrywa sie z dodatnig potosig osi x, a na drugim ramieniu lezy punkt
P.

a)P = (-2,4), b) P =(8,-3). c)P=(-7.-2),
Zadanie 9. Sprawd? tozsamosé: (cos & + sina )* + (cos « — sina)* = 2,
Zadanie 10. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = sin (x —=) — 3 .Podaj dziedzine,

miejsca zerowe oraz zbidr wartosci tej funkcii.

Zadanie 11. Okresl z tablic wartos¢ funkcji frygonometrycznych

a) sin150° b) tg120° g) So8150° +5in120 d) 6tg135° —sin135°.
6tg120°

Zadanie 12. Korzystajgc z tabeli wartosci funkciji trygonometrycznych oblicz
przyblizong wartos¢ wyrazenia. Wynik podaj z doktadnoscig do trzeciego
miejsca po przecinku.

a) sin125 +sin105° b) cos153° +c0s163° C) tg145° —tgl54°.
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2. OKRAG I KOLO

Okregiem nazywamy krzywq, ktérej wszystkie punkty
lezg w tej samej odlegtosci od danego punkiu

zwanego srodkiem okregu.

r - promien okregu

S - Srodek okregu

Koto to czes¢ ptaszczyzny ograniczona okregiem wraz
z tym okregiem.
r - promien kota

S - Srodek kota

Def. Okregiem o srodku S i promieniu r (r>0) nazywamy zbior punktow P

ptaszczyzny, ktorych odlegtosc od punktu S jest rownarr.

Promien r okregu jest dtugoscig odcinka, ktérego jednym koncem jest srodek
okregu, a drugim koncem dowolny punkt lezgcy na tym okregu.

Cieciwqg okregu nazywamy odcinek, ktérego konhcami sg dwa rézne punkty
okregu.

§rednicq okregu nazywamy cieciwe, ktéra przechodzi przez srodek okregu.
Pole kota (P) i dtugos¢ okregu (L):

P =12

L=2mr

gdzie 1 (pi) to stosunek dtugosci okregu do dtugosci jego Srednicy, ktory jest

wielkoscig statg i wynosi w przyblizeniu 3,1415..., ar to dtugos¢ promienia

kota.
Temat: KAT SRODKOWY I POLE WYCINKA KOtA ,ﬂ
Kat wpisany - to taki kgt wypukty, ktérego wierzchotkiem jest A

dowolny punkt okregu, a ramiona sq potprostymi zawierajgcymi
cieciwy tego kota.
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Twierdzenie. Miary kgtow wpisanych w koto, opartych na

tych samych tukach sq rowne.

Twierdzenie. Kgt wpisany oparty na potokregu, jest kgtem @X

prostym.

Kat srodkowy - to kgt, ktdrego wierzchotkiem jest srodek kota, a ramiona sqg

potprostymi zawierajgcymi promienie kota.

TR
Dltugos¢ tuku
A
a
l= e00 2mr I

Pole wycinka kota

p=_2% 2
~ 3600

Odcinek kota

Pole odcinka kota = pole wycinka
kota - pole trojkgta T

Zadanie 1. Oblicz jakg czescig okregu jest tuk oparty o kgt sSrodkowy o mierze
a) 60°, c) 30°, e) 270°,
b) 20°, d) 90°, f) 240°.

Zadanie 2. Oblicz miare kgta srodkowego opartego na tuku, ktérego dtugosc

jest rowna
o)éd’rugoéci okregu, b)gd+ugoéci okregu, C)g dtugosci okregu.
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Zadanie 3. Oblicz dtugos¢ tuku opartego na kgcie sSrodkowym o mierze

a) 60°jesli promienr =12,
b) 45°jesli promienr =10,

c) 100°jesli promienr = 4.

Zadanie 4. Oblicz pole wycinka kota o promieniu é i kqcie srodkowym o

mierze

a) 40°, b)135°,

C)150°,

d) 225°,

e)330°.

Zadanie 5. Oblicz miare kgta srodkowego jesli wiadomo, ze

a) promien kota ma dtugosc¢ 10, a pole wycinka wynosi 257,

b) promien kota ma dtugosc 6, a pole wycinka wynosi 27,

c) promien kota ma dtugosc 8, a pole wycinka wynosi 567 .

Zadanie 6. Na rysunku przedstawiono okregi o

promieniachrn=25ir,=3,5.

a) Oblicz dtugosci tych okregow.

b) Oblicz dtugosci tukéw A, B, i A,B,.

Zadanie 7. Uzupetnij tabele

a)
Okrag O; | Okrag Oy | Okrag O3
Promien 3,6 cm
Dlugoéc¢ okregu 9,6 cm
Dlugosé tuku wyznaczonego przez kat 30° 7T cm
b)
Okrag O; | Okrag Oy | Okrag O3
Promien 6 dm 9 cm
Kat 75° 20°
Dhugosé tuku wyznaczonego przez kat o 27 cm 47 cm

Zadanie 8. Dane jest koto o promieniu 12. Oblicz pola

zaznaczonych wycinkow tego kota.
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Zadanie 9. Oblicz pole zacieniowanego obszaru.

a)
&

6

Zadanie 10. Dany jest wielokgt foremny wpisany w koto o promieniu 2. Oblicz

dtugosc zaznaczonej linii oraz pole zacieniowanego obszaru.

Zadanie 11. Bok kwadratu ma dtugosc 6 (rysunek obok). Wykaz, ze

pole zacieniowanego obszaru jest mniejsze od 9.

Zadanie 12. Dany jest okrgg o promieniu 6. Podaj miare kgta wpisanego

opartego na tuku tego okregu, jesli tuk ten ma dtugosc:

a) 2m, b) 3m, c) Zn, d) %

2

Temat: KAT WPISANY I JEGO ZWIAZEK Z KATEM
SRODKOWYM

Kat srodkowy i kgt wpisany E)
oparty na tym samym tuku

Twierdzenie. Miara kgta srodkowego jest dwa razy
wieksza od miary kgta wpisanego opartego na tym

samym tuku co kgt sSrodkowy.




Zadanie 1. Punkty: Py, Po, ..., P12 dzielg okrgg na 12 tukow

I).-I __,...._._ "-Ji
7 . ’ . . . ’ ‘..-
o rownej dtugosci. Podaj miare kgta srodkowego ‘”"’..‘/ NP2
opartego na tuku. P Q L P
e Seaaas T p.l.-‘\ J"}.:»
"'1) I}[ I?'Z-PR- h'J 1”1 1”,—!”]-_;. {‘] P[;.-r"] P‘,‘. : \\H._ .-"/ 12
Py 5 Pu
10

Zadanie 2.

a) Podaj miare kata B (rysunek obok).

b) Narysuj w dowolnym okregu kgt srodkowy a = 1200 i frzy
rozne kgty wpisane oparte na tym samym tuku co kgt a. Podaqj

miare tych kgtow.

Zadanie 3. Wyznacz miary kgtow ai p.
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Zadanie 5. Wyznacz miary kgtow ai .

Zadanie . Wyznacz miary kgtow: a, Biy.

D ®
&7
57\

Zadanie 7. Promien okregu jest rowny r. Wyznacz miary kgtéw: a, piy.

a) b)
J i
« I5]
\U
TR T

Zadanie 8. Wyznacz miary kgtow: a, Biy.
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Zadanie 9. Promien okregu jest rowny r. Wyznacz miary kgtow: a, Biy.

a) A N b) -
LW/ ) o 1&‘&
N

Zadanie 10. Oblicz miary katéw: a , B .y
a)

65° Y N\S

110° B
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Zadanie 11. Wyznacz katy trojkgta ABC.

357

Zadanie 12. Wyznacz miare kgta a.

a) b) /\ <)

Zadanie 13. Kgt wpisany jest o 50° mniejszy od kgta srodkowego

wyznaczonego przez ten sam tuk. Oblicz miary obu kgtow.

Zadanie 14. Suma kata wpisanego i dwukrotnosci kgta srodkowego opartych
na tym samym tuku wynosi 2500 . Oblicz miary obu kgtow.

Zadanie 15. Roznica trzykrotnosci kgta srodkowego i dwukrotnosci wpisanego

opartych na tym samym tuku wynosi 84°. Oblicz miary obu kgtow.
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Temat: STYCZNA DO OKREGU W ZADANIACH

Twierdzenie o kqcie miedzy styczng i cieciwg

Dany jest okrgg o Srodku w punkcie O ijego cieciwa AB. Prosta AC jest
styczna do tego okregu w punkcie A. Wtedy | 2AOB|=2-|2CAB|, przy czym
wybieramy ten z kgtéw srodkowych AOB, ktoéry jest oparty na tuku

znajdujgcym sie wewnatrz kgta CAB.

A C C A
Twierdzenie o odcinkach stycznych
Jezeli styczne do okregu w punktach A i B przecinajg v

sie w punkcie P, to |PA| = |PB]|. p

Twierdzenie o odcinkach siecznej i stycznej 4

Dane sq: prosta przecinajgca okrgg w -
punktach A i B oraz prosta styczna do tego okregu w

punkcie C. Jezeli proste te przecinajq sie w punkcie P,

fo:

|PA| - |PB| = |PC|?.

Twierdzenie o cieciwach
Jezeliw okregu dwie cieciwy AB i CD przecinqjqg sie
w punkcie P to: |PA| - |PB| = |PC| - |PD].

Zadanie 1. W okregu o srodku S kgt miedzy promieniami SA i SB jest rowny
1400. Wyznacz kgt miedzy stycznymi do okregu poprowadzonymi w punktach
AiB.
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Zadanie 2. Z punktu P poprowadzono styczng do A

okregu w punkcie A (rysunek obok). Punkt S jest ”“ : D
srodkiem okregu. Odcinek SB jest srodkowqg w | =
trojkgcie SPA. Oblicz dtugos¢ odcinka SP, wiedzqgc, /
ze promien okregu jest rowny 4 oraz a = f.

Zadanie 3. Wypisz pary odcinkéw rownych,
wiedzqgc, ze punkty A, B, E sg punktami stycznosci
odpowiednich prostych do okregu o srodku S

(rysunek obok).

Zadanie 4. Kgt PAB ma miare 36° (rysunek obok).
Podaj miary kgtow ACB i AOB.

JACB = JAOB =

Zadanie 5. Wyznacz miare kgta a.

Zadanie 6.

a) W okregu o srodku O poprowadzono cieciwe AB. Jeden z kgtow frojkgta
AOB ma miare 96°. Wyznacz miare kgta zawartego miedzy cieciwg AB a
styczng do okregu poprowadzong w punkcie A.

b) W okregu o promieniu 6 cm poprowadzono cieciwe AB. Dtugos$¢ tuku AB
jest rowna m cm. Wyznacz miare kgta zawartego miedzy cieciwg AB a

styczng do okregu poprowadzong w punkcie B.
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Zadanie 7. Oblicz x.

A) il e ])) T T ; ) s
/ D P & %
,,"/ O l ._7) \\“\l ‘1“/ ‘ \\\\ j'/ 4 / \_\.
| [ i Or1. } — ]
\ .l 2 | / ‘vyg 1 E'J _— / \\‘ D E ()
N // 8 | / \ 6 /
Ny \ | P
B Sl N /

Zadanie 8. Dany jest okrgg o promieniu 11 cm. Przez punkt P, odlegty od
Srodka okregu o0 5 cm, poprowadzono cieciwe o dtugosci 20 cm. Oblicz
dtugosci odcinkdw, na ktére punkt P dzieli cieciwe.

Zadanie 9. Oblicz promien okregu oraz pole trojkgta ABC.

Temat: POWTORZENIE WIADOMOSCI - OKRAG I KOtO

Sprawdz czy juz umiesz:

v' rozpoznawac kagty srodkowe,

v obliczac¢ dtugosc¢ okregu i tuku okregu,

v obliczac pole kota, wycinka kotowego,

v stosowac zaleznosci miedzy kgtem srodkowym i kgtem wpisanym,
v rozpoznawac styczng do okregu,

v

poprowadzonego do punktu stycznosci,

korzystac¢ z wtasnosci stycznej do okregu,

korzystac z twierdzenia o kgcie miedzy styczng i cieciwag.

korzystac z twierdzenia o odcinkach stycznych,

korzystac z twierdzenia o odcinkach sieczneji stycznej

NSRRI NN

korzystac z twierdzenia o cieciwach,

korzystac z faktu, ze styczna do okregu jest prostopadta do promienia



Zadanie 1. Oblicz miare kgta a.

Zadanie 3. Narysowane proste sg styczne do okregdéw. Oblicz dtugosc

odcinka x.

a) b) c) d) -
12

Zadanie 4. Oblicz miare kgta wpisanego i miare kgta srodkowego opartych
na tym samym tuku, jezeli suma miar ich kgtéw jest rowna 255°.

Zadanie 5. Wyznacz miare kgta wpisanego opartego na tuku stanowigcym
20% okregu.

Zadanie 6. Oblicz pole wycinka i dtugos¢ tuku kota o promieniu 8cm
wyznaczonego przez kgt a, jesli:

a)) a = 40°, b)a = 120°
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WIELOKATY

Wielokagtem (n - katem) nazywamy ptaskqg figure geometryczng ograniczong
tamanqg zwyczajng zamknietq o n bokach, wraz z tg tamang, gdzie
neN in=3.
Odcinki tgczgce wierzchotki wielokgta i nie bedqgce jego bokami nazywamy
przekgtnymi wielokgta.
1. Liczba przekgtnych wychodzgcych z jednego wierzchotka n — kgta jest
rowna (n - 3)

2. Liczba przekgtnych w n - kgcie jest rowna "("7_3) gdzie ne€N in > 3.

3. Suma miar kgtéw wewnetrznych w n — kqgcie jest réwna (n — 2) - 180° dla
neNin=3.
4. Liczba wierzchotkdw n - kgta jest rowna n.
Wielokgt, ktérego wszystkie boki sq rowne i wszystkie kgty wewnetrzne

przystajgce, nazywamy wielokgtem foremnym. Kgt wewnetrzny n — kgta

. (n—2)-180°
foremnego mda miarg ———.

TROJKATY

Wielokgt o najmniejszej liczbie bokdw to trojkagt.

Trojkat to ptaszczyzna ograniczona tamang zwyczajng zamknietq ztozong z
trzech odcinkéw.

punkty A, B, C to wierzchofki trojkgta,

odcinki AB, BC, CA to boki trojkata,

katy a, B,y to kgty wewnetrzne tréjkgta.

by

Czesto jeden z bokdw nazywamy jego podstawq, a dwa pozostate
ramionami frojkgta.

Wysokosciq trojkata nazywamy najkrotszy odcinek tgczgey wierzchotek
trojkata z przeciwlegtym bokiem (lub jego przedtuzeniem). Jest on zawsze

prostopadty do tego boku.
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Kazdy trojkgt ma frzy wysokosci, ktore przecinajqg sie w jednym punkcie
zwanym ortocentrum.

Katem zewnetrznym tréjkgta nazywamy kgt przylegty do kgta wewnetrznego.
Miara kgta zewnetrznego trojkgta jest rowna sumie miar dwoch kgtow
wewnetrznych do niego nie przylegtych.

Dwusieczna kgta wewnetrznego fréjkgta dzieli bok przeciwlegty na dwa
odcinki, ktérych stosunek dtugosci jest rowny stosunkowi dtugosci pozostatych
bokow. Kazdy trojkgt ma trzy dwusieczne przecinajgce sie w jednym punkcie,
ktory jest sSrodkiem kota wpisanego w rojkat.

Symetralng boku tréjkagta nazywamy prostq prostopadtg do tego boku i
przechodzgcq przez jego srodek. Kazdy trojkgt ma trzy symetralne bokow,
przecinajgce sie w jednym punkcie, ktory jest srodkiem kota opisanego na
tym tréjkgcie.

Srodkowe tréjkata przecinajq sie w punkcie, ktéry nazywamy srodkiem
ciezkosci frojkgta. Punkt ten dzieli kazdq ze Srodkowych na dwie czesci, z
ktorych odcinek tgczqcy wierzchotek z punktem jest dwa razy dtuzszy od

pozostate] czesci tej sSrodkowe;.
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Temat: TROJKATY

Nierownos¢ trojkgta — dowolny bok tréjkgta ma mniejszg dtugosé od sumy

dtugosci pozostatych bokow.

Przyktady:
e
L] 6 J
4 5 1
3 < 442 6< 245 < 3+4
4< 3+2 < 246 4 < 3+5
2< 3+4 2< 645 3 < 544

Zadanie 1. Sprawdz, czy z ponizszych odcinkéw zbudujemy tréjkat.

a) 2,2, 5, b) 1,23, c)2,2.1, d)1.2,;

Zadanie 2. Sprawdz czy podane dtugosci mogq byc dtugosciami bokow
trojkgta:

a) V27; /48 V75 c)4,2-+3;2+3

b) 6 mMm; 0,1 dm; 12cm d) 2dm; 4 cm; 0,07 m.

Suma miar kgtéw wewnetrznych tréjkgta wynosi 1800.

a+p+y=180°

Zadanie 3. Oblicz miary kgtow wewnetrznych trojkgta ABC, wiedzgc ze sg w
stosunku 1:3:5.

Trojkaqt rownoramienny

e Tréjkat, ktérego dwa boki sg rownej dtugosci
nazywamy trojkgtem rdwnoramiennym.
|AC| = |CB]

=4
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e Boki robwne nazywamy ramionami, trzeci bok nazywamy podstawq.

W tréjkgcie rownoramiennym kgty przy podstawie majqg te samg miare:
a=p.

e Trojkgt rownoramienny posiada co najmniej jedng os symetrii przecinajgcq
podstawe w potowie dtugosci oraz przechodzgcq przez wierzchotek kgta
tqgczgcego ramiona.

e W frojkgcie rownoramiennym dwie wysokosci sg rowne. Trzecia wysokose
opuszczona na podstawe dzieli jg na dwie rowne czesci, a potprosta, w
ktorej lezy ta wysokosc, dzieli kgt miedzy ramionami fréjkgta na dwa katy o

rownych miarach.

Zadanie 4. Oblicz miary kgtow tréjkgta rownoramiennego, w ktérym kgt przy
podstawie ma miare cztery razy wiekszg od kgta miedzy ramionami.
Zadanie 5. W fréjkgcie rownoramiennym kgt przy podstawie ma miare o 30°
mniejszg od miary kgta miedzy ramionami. Oblicz miare kgta miedzy
ramionami.

Zadanie 6. W fréjkgcie rownoramiennym kgt przy podstawie ma miare o 15°
mniejszg od miary kgta miedzy ramionami. Oblicz miary kgtéw w tym
trojkqcie.

Zadanie 7. Obwdd trojkgta rownoramiennego wynosi L = 162. Dtugosc¢
podstawy jest o 24% wieksza od dtugosci ramienia. Oblicz pole tego frojkgta.
Zadanie 8. W frojkgcie rownoramiennym ABC podstawq jest bok AB.
Wysokos$¢ opuszczona z wierzchotka C przecina dwusieczng kgta BAC w
punkcie S. Kgt ACB ma miare 28°. Oblicz miare kgta ASC.

Zadanie 9. W trojkgcie rownoramiennym stosunek dtugosci wysokosci

poprowadzonej na podstawe trojkgta do dtugosci jego ramienia jest rowny

?. Uzasadnij, ze jest to trojkgt rownoboczny.

Trojkat prostokatny

e Tréjkgt prostokatny - trojkgt, ktérego jeden z kgtdéw wewnetrznych jest
prosty.

e Dwa boki trojkgta wyznaczajgce ramiona kgta prostego nazywane sqg

przyprostokgtnymi, frzeci bok przeciwprostokqgtnq.
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Twierdzenie Pitagorasa

Jezeli trojkagt jest prostokgtny o przyprostokgtnych a'i b oraz
przeciwprostokgtnej c, to a2 + b2 = c2,

Twierdzenie odwrotne do Twierdzenia Pitagorasa

Jezeli w tréjkgceie o bokach a, b, ¢ prawdziwa jest zalezno$¢ a2 + b2 = c2, to
trojkat ten jest prostokgtny o przyprostokgtnych ai b.

Zwiqzki miarowe w tréjkgcie prostokgtnym

Zatbzmy, ze kat y jest prosty. Wowczas:

i =la|. |
, _ab
a ° e

azc-sina:c‘cmﬂ

B a=b-tga = b——m
tgfs

P=ﬂ|mp=””
2 2

Zadanie 10. Jeden z kgtéw ostrych trojkgta prostokgtnego jest o 350 mniegjszy
od drugiego. Wyznacz miary kgtéw ostrych tego trojkgta.

Zadanie 11. W trojkgcie ABC boki majg dtugosci 16, 301 34, a w trojkgcie DEF
boki majg dtugosci 7, 24 i 26. Ktory z trojkgtow jest prostokgtny2

Zadanie 12. Oblicz pole trojkata prostokgtnego o krotszej przypros’rokq’mej
dtugosci 12cm i przeciwprostokgtnej dtugosci 13cm.

Zadanie 13. Korzystajgc z danych na rysunku obok oblicz

|

pole trojkata.

Trojkat prostokgtny 450 450 900

Trojkat prostokatny z kgtem ostrym 450 mozemy

uzyskac w kwadracie po narysowaniu przekgtne;j. o

Przekgtna kwadratu o boku a ma dtugo$é av/2.

A I
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Przedstawmy na osobnym rysunku sam tréjkgt prostokgtny.

Trojkat prostokgtny 300 60° 90°

Katy 300 i 60° mamy w tréjkqcie prostokgtny, ktdry jest potdwkg frojkgta
rownobocznego.

60°

a
2 2

Gdy kazdy z bokdw podwoimy wowczas ofrzymamy trojkgt prostokgtny:

2a

\ 60°

[~}

Zadanie 14. Oblicz dtugos¢ przeciwprostokgtnej trojkgta prostokgtnego o
kgcie ostrym 30¢ i krotszej przyprostokgtnej 10.

Zadanie 15. Oblicz pole trojkgta przedstawionego /“‘x
na rysunku obok.

Zadanie 14. Oblicz obwdd i pole trojkgta 45"

przedstawionego na rysunku ponize;.
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a) b) V7 c) d)
_ ';\IE
15 k1
3 J

Zadanie 17. Oblicz obwdd ponizszych trojkagtow.

a) B b) ¢}
o : ‘
4 | /5{4\
M | 4 UL g A B
Zadanie 18. Korzystajgc z danych na rysunku obok oblicz pole D 43

<
A

Zadanie 19. Oblicz dtugos¢ wysokosci poprowadzonej z

wierzchotka kgta prostego trojkgta prostokgtnego o przyprostokgtnych
dtugosci 3i 4.

Zadanie 20. Pole trojkgta prostokgtnego jest rowne 60 cmz2. Jedna
przyprostokgtna jest o 7 cm dtuzsza od drugiej. Oblicz dtugos¢

przeciwprostokgtnej tego frojkata.

C
Zadanie 21. W trojkgcie ABC punkt D jest spodkiem
wysokos$ci CD, opuszczonej z wierzchotka kgta prostego. 24
Korzystajgc z informacji podanych na rysunku, wyznacz pram. 5

dtugos¢ odcinka DB.

Zadanie 22. W trojkqgcie prostokgtnym wysokos$¢ h poprowadzona z
wierzchotka kqgta prostego ma dtugosc 6. Wysokosc¢ ta podzielita
przeciwprostokgtng na dwa odcinki, ktérych dtugosci roéznig sie o 5. Oblicz
obwdd tego trojkgta.

Zadanie 23. W trojkqgcie prostokgtnym wysokos$¢ h poprowadzona z
wierzchotka kgta prostego ma dtugosé 2v3. Wysokosé ta podzielita
przeciwprostokgtng na dwa odcinki, ktérych dtugosci rézniq sie o 4. Oblicz

obwdd tego trojkata.
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Trojkat rownoboczny
Trojkgt, ktory ma wszystkie boki rownej dtugosci nazywamy frojkgtem
rownobocznym.

Trojkat rwnoboczny to szczegdlny trojkat, ktéry posiada takie oto wtasnosci:

e wszystkie kgty sg rdwne i majg miare 60°,

av3

e Wysokosc trojkgta rownobocznego h =T'

e wysokos¢ trojkgta rownobocznego dzieli go na dwa przystajgce
trojkaty prostokgtne,

e wysokosci frojkgta i dwusieczne jego kgtdw zawierqjqg sie w
symetralnych bokdw tego trojkgta,

e wysokosci frojkgta rownobocznego dzielg sie w stosunku 1:2,

e punkt przeciecia wysokosci jest srodkiem okregu wpisanego w trojkgt

oraz srodkiem okregu opisanego na tréjkgcie,
e promien okregu wpisanego w trojkat r=% h,
e promien okregu opisanego na tréjkgcie R=§ h,

a’\3
4

e pole fréjkgta P=%ah lub P=.

Zadanie 24. Oblicz pole trojkgta rownobocznego o boku dtugosci 6 cm.

Zadanie 25. Oblicz pole tréjkgta rownobocznego o obwodzie rbwnym 27cm.

Zadanie 26. Oblicz pole tréjkgta rownobocznego o wysokoséci h = 16+/3.

Zadanie 27. Oblicz pole trojkgta rownobocznego o wysokosci rownej 2cm.

Zadanie 28. Pole trojkgta rownobocznego jest rdwne 9+/3. Oblicz jego obwdd.

Zadanie 29. Oblicz wysoko$¢ tréjkgta rownobocznego o polu 12+/3cm?.
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Zadanie 30. Bok a trojkgta rownobocznego jest dtuzszy od jego wysokosci o 6.
Oblicz a.
Zadanie 31. Dtugosci bokow trojkgta rownobocznego powiekszono o 20%. O

ile procent zwiekszyto sie pole tego trojkgta?

Wzory na pole tréjkqta dowolnego:

P:lahazlbhb ZEChC ’
2 2 2
1. . 1, . 1_ .

P=—absiny==bcsina =—acsin p
5 V4 > (04 2 ﬁ

wzor Herona

a+b+c

P= \/p(p—a)(p—b)(p—c) , Qdziep= - potowa obwodu trojkagta.
Zadanie 32. W trojkgcie ABC bok BC ma dtugosc¢ 40, wysokos$¢ opuszczona z
wierzchotka C jest rowna 24, a wysokosS¢ opuszczona z wierzchotka A jest
rowna 30. Oblicz dtugos¢ boku AB.

Zadanie 33. Oblicz pole trojkgta rownoramiennego o ramionach dtugosci 40 i
kgcie miedzy nimi 309.

Zadanie 34. Oblicz pole trojkgta rédwnoramiennego o ramionach dtugosci
8cm i kqgcie zawartym miedzy ramionami o mierze 60°.

Zadanie 35. Oblicz pole frojkgta rownoramiennego o ramieniu dtugosci 4 i
kgcie przy podstawie 37°,

Zadanie 34. Ramiona trojkgta rownoramiennego majg dtugosc 8, a kgt
miedzy nimi ma miare 135¢. Oblicz pole fréjkgta.

Zadanie 37. Oblicz pole trojkgta ABC, w ktorym |AB| = 14, |AC| =10

| ZBAC | = 48e.

Zadanie 38. Dtugosci dwdch bokéw tréjkgta sg odpowiednio rowne ai b, a
miara kgta miedzy nimi jest rowna « . Oblicz pole P tego tréjkgta i wynik
zaokrgglij do dwdch miegjsc po przecinku, gdy:

a)a=7V3,b=8ia=60°, bla=5b=6 a=42°, c)a=4>b=10, a=128°.
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Zadanie 39. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz pole trojkgta
ABC.

a) e P e 9 ¢
M
8 120° -

Zadanie 40. Oblicz pola wielokgtéw przedstawionych na rysunkach ponize;.

a) b)
Zadanie 41. W trojkgcie ABC o polu P dane sqg dtugosci
a
dwodch bokéw. Oblicz wartos¢ sinusa jednego z kgtow tego .A
trojkgta, gdy: 4 c B
d) a=3,c=4iP=4 b) ¢ =0,03,b = 0,06i P = 0,0001.

Zadanie 42. Boki tréjkgta majg dtugosé 5, 71 8, a jego pole jest rdwne 10+/3.
Oblicz miary kgtow tego trojkata.

Zadanie 43. Oblicz pole trojkata:

a) o bokach dtugosci 5, 61 9, b) o bokach dtugosci 13, 14, 15,
c) o wierzchotkach A, B, C, gdy A= (1,3),B=(5,0), C= (-3, 0).

Zadanie 44. Dtugosci bokdw trojkagta sg odpowiednio rowne:m, m+5, m + 7.

Oblicz pole P trojkgta, gdy:

a) m=20, b) m=12, Cc) m=é.
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Temat: OKRAG OPISANY NA TROJKACIE I OKRAG WPISANY

W TROJKAT

Okrqg nazywamy opisanym na trojkqcie, jezeli wszystkie wierzchotki trojkgta

nalezg do okregu. Na kazdym frojkgcie mozna opisac okrgg.

Twierdzenie. Symetralne bokow trojkgta przecinagjqg sie w jednym punkcie,

ktory jest sSrodkiem okregu opisanego na tym trojkgcie.

' '
.
(-.‘ ll-!f - :z_.-" -,
P %
— - 5, ; r e —.-—-‘H
/ - ., r ‘d .-"?_ — 1
F, . e I.-'I _."l: II'. I"l. .III
| ey ' i ' | |
s . - L |
4 | {f} :I B |I -' {:. J‘ I| | Ef} |
i ri " .'I
I W N
A" /B
W tréjkgcie prostokgtnym W tréjkgcie ostrokgtnym W tréjkgcie rozwartokgtnym
srodek okregu opisanego jest srodek okregu opisanego srodek okregu opisanego lezy
srodkiem przeciwprostokgtne;. lezy wewnatrz trojkgta. na zewnatrz trojkagta.

Wzér na pole trojkagta
_abc
4R

i promien okregu opisanego na trojkqgcie:

=T K
&

W tréjkgcie rownobocznym

R==h
a\/_ . R
h==- 3
zatem:
_ 2 a\/§ _ a\/§ 3
3 2 3

W tréjkqgcie prostokgtnym:
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Zadanie 1. Oblicz promien okregu opisanego na trojkgcie prostokgtnym,
ktérego przyprostokgtne majg dtugosci 7 cmi 12 cm.

Zadanie 2. Oblicz promien kota opisanego na frojkgcie o bokach 3 cm, 4 cmii
S5cm.

Zadanie 3. Pole frojkgta prostokgtnego jest rowne 18 cm2. Wysokose
poprowadzona z wierzchotka kgta prostego ma dtugos¢ 4 cm. Oblicz
promien okregu opisanego na tym trojkgcie.

Zadanie 4. Wierzchofki trojkgta prostokgtnego rownoramiennego lezg na
okregu o promieniu 5 cm. Oblicz pole i obwdd tego trojkgta.

Zadanie 5. Stosunek dtugosci przyprostokgtnych trojkgta prostokgtnego jest
rowny 3:4. Promien okregu opisanego na tym tréjkgcie ma dtugose 10 cm.
Oblicz pole tego trojkgta.

Zadanie 6. W okrgg o promieniu 5 wpisano trojkgt prostokgtny. Oblicz pole P

tego frojkgta, gdy cosinus jednego z kgtdw ostrych jest rowny % Wynik

zaokrgglij do jednego miejsca po przecinku.

Zadanie 7. Oblicz wysokos$¢ oraz pole frojkgta rownobocznego na kidérym
opisano okrgg o promieniu 6 cm.

Zadanie 8. Oblicz pole P frojkgta rownobocznego wpisanego w okrgg o
promieniu r, gdy:

2

2 cm, c)r=2+2 cm.

a) r=8+3cm, b)r=

Zadanie 9. W kole o polu rownym 257 cm2 z punktu A, lezgcego na jego
obwodzie, poprowadzono dwie prostopadte cieciwy, ktdrych stosunek

dtugoscijest rowny 2 : 1. Oblicz ich dtugosci.

Okrqg nazywamy wpisanym w trojkat, jezeli wszystkie boki tréjkgta sg styczne

do tego okregu. W kazdy tréjkgt mozna wpisac okrgg.

Twierdzenie. Dwusieczne kgtow wewnetrznych
trojkgta przecinajqg sie w jednym punkcie, ktory

jest srodkiem okregu wpisanego w ten trojkgt.
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Twierdzenie. Pole trojkgta jest rowne iloczynowi potowy obwodu tego tréjkgta

i promienia okregu wpisanego w ten trojkgt.

P=p-r
Promien okrgg wpisanego w trojkat prostokgtny: 0
b—r
a+b-c -
r = T = p —C r \ r
B
gdzie: a, b - przyprostokatne, ¢ - przeciwprostokatna, p = atbtc potowa

2
obwodu fréjkgta prostokgtnego.

Zadanie 10. Oblicz promien r okregu wpisanego w trojkgt prostokgtny,
ktérego przyprostokgtne majqg dtugosci 8 10.

Zadanie 11. Oblicz pole trojkgta rownobocznego opisanego na okregu o
promieniu dtugosci 2v/3.

Zadanie 12. Wykaz, ze fréjkgt o wierzchotkach A= (-2, 4),B=(6,-2), C= (5, 5)
jest prostokgtny. Oblicz dtugosc promienia R okregu opisanego na trojkgcie
ABC oraz dtugos¢ promienia r okregu wpisanego w fen trojkagt.

Zadanie 13. Punkty A = (3,0), B = (3, ), C = (0, 3) sg wierzchotkami frojkgta.
Oblicz stosunek pola kota opisanego na tym trojkgcie do pola kota
wpisanego w ten trojkagt.

Zadanie 14. Wykaz, ze trojkgt o bokach dtugosci x, vy, z jest prostokgtny i oblicz
dtugos¢ promienia r okregu wpisanego w ten trojkgt. Wynik zaokrgglij do

dwodch miejsc po przecinku.

a) x=2+/3,y=3+/5, z=4/57, b) x=2+/2, y=1++/5, =126+ 25 .
Zadanie 15. Wykaz, ze frojkgt o wierzchotkach A= (4,-5),B=(2, 1), C = (1, - é)

jest prostokgtny. Wyznacz wspodtrzedne srodka O okregu opisanego na
trojkgcie ABC oraz oblicz dtugos¢ promienia R tego okregu.

Zadanie 14. Oblicz dtugos¢ promienia R okregu opisanego i dtugosc
promienia r okregu wpisanego w fréjkgt o bokach m, n, k, gdy:

a) m=3, n=5, k=6, b) m=36, N=29, k=25.
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Zadanie 17. Oblicz stosunek pola kota opisanego na trojkgcie rownobocznym
do pola kota wpisanego w ten trojkgt.

Zadanie 18. W trojkgcie prostokgtnym punkt stycznosci okregu wpisanego w
ten tréjkgt dzieli przeciwprostokgtng na odcinki dtugosci 5 12. Oblicz
Dtugosci przyprostokgtnych fréjkgta.

Temat: PROSTOKATY

Czworokqty

Czworokat to wielokgt o czterech bokach i o czterech kgtach wewnetrznych.
Czworokat to ptaszczyzna ograniczona tamang zwyczajng zamknietq

ztozonq z czterech odcinkow.

Pls m

E

punkty A, B, C, D, to wierzchotki czworokgtaq,
odcinki AB, BC, CD, DA to boki czworokgta,
katy a, B, y, 6 to kgty wewnetrzne czworokgta.

Suma miar kgtow wewnetrznych czworokgta jest rowna 360°.
a+p+y+6=360°

Wysokosciq czworokata nazywamy odcinek
wychodzqgcy z jednego z wierzchotkdw czworokgta i
opadajgcy na przeciwlegtg podstawe (lub jej

przedtuzenie). Wysokosc jest zawsze prostopadta do

podstawy. Kazdy czworokgt posiada cztery wysokosci.

Przekgtng czworokagta nazywamy odcinek tgczgcy przeciwlegte wierzchotki.

Przekgtne w czworokgcie sg dwie, oznaczamy je najczesciej jako di, do.
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Dla dowolnego czworokgta:

Obwédd czworokqgta: Ob=a+b +c +d.

Pole czworokqta: P = %dl - d, - sina.

Czworokat jest figurg wypuktg wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jego kgty
wewnetrzne sg kgtami wypuktymi, czworokat jest figurg wklestg wowczas,

gdy jeden z jego kgtow wewnetrznych jest kgtem wklestym.

Kwadrat
Kwadratem nazywamy taki czworokat, ktéry ma wszystkie boki i kgty rowne.
d
Ob =4a
a P =2g?
2
g P=-d2
)
d=aV2
Wtasnosci:

wszystkie boki sg rowne,

. przeciwlegte boki sq rownolegte,

o wszystkie kgty sq proste,

. przekgtne sq rownej dtugosci,

o przekgtne dzielq sie na potowe pod kgtem prostym,

o przekgtne zawierajq sie w dwusiecznych kgtéw kwadratu,

o przekgtna dzieli prostokgt na dwa przystajgce tréjkgty prostokgtne.

Prostokqt

Prostokgtem nazywamy czworokgt, ktérego wszystkie katy wewnetrzne to
kgty proste.

d Ob=2a+2b
h I} — .
4 P=a-b
- ' d = a? + b?
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Wlasnosci:

e przeciwlegte boki sq rowne i rownolegte,

sgsiednie boki sg prostopadte,

kazdy z kgtow jest kgtem prostym,

przekgtne sq rowne i dzielg sie na potowy,

przekgtna dzieli prostokgt na dwa przystajgce trojkaty prostokgtne.

Zadanie 1. lle wynosi odlegtos¢ srodka boku kwadratu o boku dtugosci 6 do
najdalszego punktu kwadratu?

Zadanie 2. Oblicz stosunek pdl kot wpisanego w kwadrat i opisanego na
kwadracie o boku dtugosci 4.

Zadanie 3. Dany jest kwadrat o przekgtnej dtugosci 8 cm. Z wierzchotka
kwadratu zakreslamy koto o promieniu rownym dtugosci boku kwadratu.
Oblicz pole powierzchni bedqgcej czesciq wspdlng kwadratu i kota.

Zadanie 4. Oblicz pole kwadratu, ktérego przekgtna jest o 2 cm dtuzsza od
boku.

Zadanie 5. Kazdy bok prostokgta zmniejszono 8 razy. lle razy zmalato jego
pole?

Zadanie 6. Oblicz dtugos$¢ przekgtnej kwadratu o boku 17v/2.

Zadanie 7. Przekgtna kwadratu ma dtugos¢ 72. Oblicz dtugosc boku
kwadratu.

Zadanie 8. Oblicz obwdd prostokgta, ktérego jeden z bokdw ma dtugose 14,
a przekgtna d = 50.

Zadanie 9. Obwodd prostokgta jest rowny 44 cm, za$ dtugosci jego bokow
réznig sie o 2 cm. Oblicz pole prostokgta.

Zadanie 10. Oblicz pole prostokgta o obwodzie 46, ktérego jeden z bokéw
jest 0 87,5% dtuzszy od drugiego.

Zadanie 11. Przekgtne prostokgta przecinagjq sie pod kgtem 120°. Oblicz
obwdd tego prostokgta, jesli jego pole jest rowne 81+/3.

Zadanie 12. Obwdd prostokgta jest rowny 60 cm. Dwusieczna jednego z
kgtow dzieli prostokgt na dwie figury, ktérych dtugosci obwoddw réznig sie o

16 cm. Oblicz pole P prostokgta.
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Zadanie 13. Oblicz pole P prostokgta, ktérego przekgtne o dtugosci 6 cm

tworzg kgt o mierze:

a) 60°, ) 40°.

Zadanie 14. W prostokgcie réznica odlegtosci punktu przeciecia sie

przekgtnych od jego bokdw jest rowna 3. Oblicz pole P prostokgta, gdy jego

obwdd ma dtugosc 68.

Zadanie 15. Dtugosci bokdéw a i b prostokgta réznig sie o 7. Srednica okregu

opisanego na tym prostokgcie rowna sie 17. Oblicz dtugosci bokdw a i b tfego

prostokgta.

Zadanie 16. Prostokgt wpisano w koto o obwodzie dtugosci é11. Oblicz obwdod

L prostokgta, wiedzqc, ze jeden z jego bokdw ma dtugosc 2.
Zadanie 17. Czesc¢ kota o srodku w punkcie O jest figurg wpisang w
prostokgt ABCD tak, jak na rysunku obok. Uwzgledniajgc dane na
rysunku, oblicz dtugosci bokow prostokgta ABCD.

Zadanie 18. Na prostokgcie ABCD opisano okrgg o srodku w
punkcie O (rysunek obok). Wykaz, ze suma kwadratow
odlegtosci dowolnego punktu M nalezgcego do okregu od
czterech bokdw prostokgta jest stata i rbwna kwadratowi

dtugosci przekgtnej AC tego prostokagta.

Temat: ROWNOLEGLOBOKI

D

Rownolegtobok jest szczegdinym przypadkiem trapezu rownoramiennego - o

dwoch parach bokow rownolegtych. Rownolegtobokiem nazywamy

czworokgt, w ktérym przeciwlegte boki sg parami réwne i rownolegte.

2 Ob=2a+2b
., 4 P=a-h=a-b-sino=a-h, =b- hy,
h
; b gdzie h, — wysokoSC opuszczona na bok a,
9
o

h, — wysokoSC opuszczona na bok b

P = %dl-dz - siny.
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Wlasnosci:
e przeciwlegte boki sg rownolegte,
e przeciwlegte boki sqg tej samej dtugosci,
e przekgtne dzielqg sie na potowy,
e przeciwlegte kgty sg rowne,
e suma dwoch sgsiednich kgtéw rowna jest 180°,

e przekgtna dzieli rownolegtobok na dwa przystajgce trojkgty

Zadanie 1. Oblicz miary kgtow réwnolegtoboku, ktérego boki majg dtugosc
6cmi 15 cm, a pole jest rowne 45+/3cm?.

Zadanie 2. W rownolegtoboku ABCD kgt ostry BAD ma miare 40°. Boki AB i AD
majq dtugosci odpowiednio 9 i 10. Oblicz wysokos$¢ h opuszczong z punktu D
na bok BC.

Zadanie 3. Pole rownolegtoboku jest rowne P, a dtugosci jego bokdw sg
rowne a i b. Oblicz wartos¢ sinusa kgta ostrego tego rownolegtoboku, gdy:
a) P=60, a =8, b=10, b) P=40, a=6, b=8.

Zadanie 4. Pole rownolegtoboku jest rowne potowie iloczynu dtugosci jego
bokdw. Oblicz miary kgtow a i B w tym réwnolegtoboku.

Zadanie 5. Przekgtne rownolegtoboku o dtugosciach odpowiednio 68
przecinajqg sie pod kgtem 60°. Oblicz pole P tego rownolegtoboku.

Zadanie 6. W rownolegtoboku o bokach 5 cmi 12 cm poprowadzono
dwusieczng kata rozwartego 120°. Podaj dtugosci odcinkéw, na jakie
podzielita ona bok rownolegtoboku.

Zadanie 7. Stosunek dtugosci odpowiednich bokdw rownolegtoboku jest
rowny 2 : 5, a kgt ostry ma miare a. Wiedzqgc, ze dtugosc krotszego boku jest

rowna a, oblicz pole P rownolegtoboku, gdy:

a) a=4, a =25°, b) a=>5, a=35°, c) a=10, a=52°.

Zadanie 8. Czworokgt ABCD jest rownolegtobokiem. Przyjmujgc D )

oznaczenia jak na rysunku obok, wykaz, ze:
A B

a) Paags = Pabsc, D)Paasp = Pascs, C) Paags = Pagcs
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Zadanie 9. Czworokgt ABCD jest rownolegtobokiem. Uwzgledniajgc dane na

rysunku, oblicz pole P figury wyrdznionej

a) ¢ kolorem.

b) D 6 E g
5 I
F 13
3
Y, 7 <G U R AT U NN & B RO Je
10 B G

Zadanie 10. W rownolegtoboku, w ktérym jeden z bokdw jest dwa razy dituzszy
od drugiego, kgt ostry ma miare 60°, a krotsza przekgtna ma dtugos$e 44/3 cm.
a) Oblicz dtugosci bokdw rownolegtoboku.

b) Oblicz dtugos¢ wysokosci rownolegtoboku poprowadzonej na dtuzszy bok.

Romb

Rombem nazywamy czworokgt, ktérego wszystkie boki sg rowne. Jest to

szczegolny przypadek rownolegtoboku.

Wlasnosci:

. wszystkie boki sg rowne,

. przeciwlegte boki sq rownolegte,

. suma miar dwdch kgtéw sgsiednich wynosi 180°,

o przekgtne zawierajq sie w dwusiecznych kgtow,

o przekgtne rombu dzielq sie na potowy pod kgtem prostym,

o punkt przeciecia przekgtnych rombu wyznacza srodek okregu
wpisanego w romb,

o przekgtne rombu dzielg go na cztery przystajgce tréjkaty  prostokgtne,

o punkt przeciecia przekgtnych jest srodkiem symetrii rombu.
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Zadanie 11. Oblicz miary kgtéw.

| $ABCl=_ ... .. b E—

AT B
romb

Zadanie 12. Przekgtne rombu majg dtugos¢ 6 cm i 8 cm. Oblicz dtugosc
wysokosci tego rombu.

Zadanie 13. Pole rombu, ktérego dtuzsza przekgtna wynosi 8, rowne jest 21.
Oblicz dtugos¢ drugiej przekgtnej rombu.

Zadanie 14. Pole rombu wynosi 6, a jedna z przekgtnhych tego rombu ma
dtugosc 4. Oblicz dtugos¢ boku i wysokos$¢ tego rombu.

Zadanie 15. Bok rombu tworzy z przekgtnymi katy, z ktérych jeden jest wiekszy
od drugiego o 18°. Oblicz miary kgtow tego rombu.

Zadanie 16. Bok rombu ma dtugosé /2, zas pole rombu jest rowne 1. Oblicz
miare kgta ostrego w tym rombie.

Zadanie 17. Oblicz pole rombu o boku 17 cm, w ktérym dtugosci przekgtnych
rozniq sie o 14 cm.

Zadanie 18. Oblicz miary kgtdw rombu, w ktérym wysokos¢ poprowadzona z
wierzchotka kgta rozwartego dzieli przeciwlegty bok rombu na potowy.
Zadanie 19. Dziatka ma ksztatt rombu, w ktérego wierzchotkach postawiono
stupy ogrodzeniowe. Sciezki tgczgce przeciwlegte stupy majg odpowiednio
dtugosci 14,2 m i 20,8 m. lle metréw biezgcych siatki potrzelba na ogrodzenie
tej dziatki?

Zadanie 20. Przekgtne rombu majg dtugosci 12 cm i 12v/3 cm. Oblicz miary
kgtow tego rombu.

Zadanie 21. Jeden z kgtéw rombu ma miare a. Dtugos$¢ promienia okregu
wpisanego w ten romb jest rdwna r. Oblicz pole P i dtugos$¢ obwodu L rombu,
gdy:

a) a=30°, r=5,6, b) a=120°, r=24/5, c) a=45°, r=18.
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Zadanie 22. Romb o boku dtugosci m opisano na okregu o promieniu r. Oblicz
pole P rombu oraz miare kgta ostrego a tego rombu, gdy:

a) m=10, r=3, b) m=35, r=2, c) m=3, r=1.

Temat: TRAPEZY I DELTOIDY

Trapez

Trapezem nazywamy taki czworokgt, ktéry ma _5/ b v
przynajmniej jedng pare bokdw rownolegtych. Boki P .
rownolegte w frapezie nazywamy podstawami, h

pozostate boki nazywamy ramionami trapezu. ot B

Odcinek tgczgcy podstawy nazywamy wysokosciq

trapezu.

a - podstawa dolna trapezu

b - podstawa gérna trapezu

c, d - ramiona trapezu,

h - wysokos$¢ trapezu.

Suma miar kgtow lezgcych przy tym samym ramieniu frapezu jest rowna 180°.
a+6=180°,

B +y=180°.

Obwdd trapezu: Ob=a+b +c +d.

Pole trapezu: P = asz - h.

Trapez, ktéry ma dwa réwne ramiona (¢ = d), to trapez rwnoramienny.
P : P
g ¢
L3
Katy przy tej samej podstawie tfrapezu rownoramiennego majg rowne miary.

Przekgtne w trapezie réwnoramiennym majg rowne dtugosci. Trapez
rownoramienny posiada 0§ symetrii bedgcqg symetralng jednej z podstaw.

77



Trapez, ktérego jedno ramie tworzy kgty proste z podstawami, nazywa sie

trapezem prostokqtnym.
b

-/ P

B -

)

W trapezie prostokgtnym ramie prostopadte jest wysokosciq tfrapezu.

Zadanie 1. W frapezie prostokgtnym miara kgta ostrego jest rowna 45°.
Krotsza przekgtna ma dtugosc 10 cm, a krotsza podstawa ma dtugosec 8 cm.
Oblicz pole P frapezu.

Zadanie 2. Wyznacz wysokos¢ trapezu rownoramiennego o kgcie ostrym 600 i
ramieniu dtugosci 2v/3.

Zadanie 3. Uwzgledniajgc dane na b) D=

a) D ‘\..__xf‘ PP (& :\———- e
rysunku obok, wyznacz dtugos¢ x }<> X 1(/
60° e
A B 3

krotszej podstawy trapezu

rownoramiennego ABCD.

Zadanie 4. Dany jest trapez rownoramienny o kgcie ostrym 30° i podstawach
161 12. Oblicz pole tego frapezu.

Zadanie 5. Wykaz, ze w trapezie rownoramiennym, w ktérym przekgtna
zawiera sie w dwusiecznej kgta ostrego, ramie i krotsza podstawa sg tej samej
dtugosci.

Zadanie 6. W frapezie rGwnoramiennym o obwodzie dtugosci 52 cm
przekgtna jest dwusieczng kgta ostrego, a stosunek dtugosci podstawy
krotszej do podstawy dtuzszej jest rowny 3 : 4. Oblicz dtugosci bokdw trapezu.
Zadanie 7. Ramie frapezu rownoramiennego ma dtugos¢ 10, a kgt ostry ma

miare 60°. Przekgtna trapezu jest prostopadta do ramienia. Oblicz pole P

trapezu.

Zadanie 8. Czworokgt ABCD jest trapezem. Uzasadnij, ze B ET
podane na rysunku obok wymiary sg ze sobq sprzeczne, = @ .
czyli na rysunku przedstawiona jest sytuacja niemozliwa. P B

3a
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Zadanie 9. Wykaz, ze w trapezie rownoramiennym ABCD dwusieczne jego
kgtow przylegtych do tego samego ramienia sq prostopadte.

Zadanie 10. Uwzgledniajgc dane na rysunku ponizej, oblicz pole P tfrapezu
rownoramiennego ABCD.

d. D & -

Zadanie 11. W trapezie ABCD, w ktérym boki AB i CD sg rownolegte, dane sqg:
|AB|=28, |CD| =15, |AD|=6v2i | £DAB|= 450. Oblicz sin( £ ADB).
Zadanie 12. Dany jest trapez rownoramienny ABCD. Ramie tego frapezu ma
dtugos¢ 10 cm, a obwdd wynosi 40 cm. Oblicz dtugosci podstaw tego
trapezu, jesli wiadomo, ze tga = %, gdzie a jest kgtem ostrym tego trapezu.
Deltoid

Deltoidem nazywamy czworokgt posiadajgcy dwie pary bokdw sgsiednich

rownych, w ktérym zadne dwa boki nie sqg wzajemnie rownolegte.

h b
% Ob=2a+2b
1
a 4 a P = Edl " da
P=a-b-sina
Wiasnosci

. kolejne boki sg rowne,
o katy miedzy réznymi bokami sg rowne,
. przekgtne sqg prostopadte,

o przekgtna d; dzieli deltoid na dwa trojkgty rownoramienne

Zadanie 13. Przekgtne deltoidu majg dtugosci 6i 9. Oblicz pole P deltoidu.
Zadanie 14. Pole deltoidu jest rowne 12+/3, a jedna z przekatnych ma
dtugosé réwng 2+/3 . Oblicz dtugosé drugiej przekatnej deltoidu.
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Zadanie 15. Czworokgt ABCD jest kwadratem. Uwzgledniajgc dane na

rysunku, oblicz pole P figury wyrdznionej kolorem.

a) . D G
BH 3 . b) » C c)
2 2
. 6 5
. G i 5v2
2
) B 25 r & 2 g 3
- E i 4 5v2

Zadanie 16. Deltoid, w ktorym stosunek dtugosci przeciwlegtych bokow jest
rowny 1 : 2, opisany jest na okregu o promieniu 3. Oblicz dtugosci bokow

deltoidu, wiedzgc, ze jego pole jest rowne 54.

Temat: OKRAG WPISANY W CZWOROKAT .
Twierdzenie. W czworokgt wypukty mozna wpisac Daf f; . 1\ 5
okrgg wtedy i tylko wtedy, gdy sumy dtugosci \( ,af”'ﬁ H'.\\;x
przeciwlegtych bokdw tego czworokgta sq rowne: “’\ ;;"'I
aﬁ:_t:_#,f{i-_
a+c=b+d 4

Zadanie 1. Czy w czworokgt wypukty o podanych kolejnych bokach mozna

opisac okrgg?e Odpowiedz uzasadnij.

a) 1,5.3,7, b) 14,9, 8,13, c) 25,16, 15,
24,

Zadanie 2. Czy w ponizszy czworokgt mozna wpisac okrgge Odpowiedz

uzasadnij.

a) kwadrat b) romb C)
deltoid

Zadanie 3. Czy w trapez rownoramienny przedstawiony na rysunku mozna

wpisac okrgg?
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Zadanie 4. Oblicz promien okregu wpisanego w romb ABCD.

D___ c
4V
1) 1 b
< )| \
C AN \
\ \
\
N
5 \13

Zadanie 5. Trapez ABCD jest opisany na okregu o promieniu 3. Oblicz pole i

obwdd tego trapezu.

a) D 25 C b) D__C

A 15 B A B

Zadanie 6. Oblicz pole frapezu rownoramiennego o ramieniu dtugosci 10 cm
opisanego na okregu o promieniu 4 cm.

Zadanie 7. Podstawy frapezu rownoramiennego majg dtugosci 5cmi 9 cm.
Oblicz dtugos¢ ramion i pole tego trapezu, jezeli mozna w niego wpisac
okrag.

Zadanie 8. Podstawy frapezu prostokgtnego majqg dtugosci 1 cmi 3 cm.
Oblicz dtugosci ramion tego trapezu, jesli mozna w niego wpisac.

Zadanie 9. W trapez o kgtach ostrych przy dtuzszej podstawie 30° i 60°
wpisano okrgg o promieniu 1 cm. Oblicz dtugosci podstaw tego trapezu.
Zadanie 10. Dtuzsza podstaw trapezu prostokgtnego ma dtugose 6 cm, a
promien okregu wpisanego jest rowny 1 cm. Oblicz dtugosc¢ krotszej podstawy
tego trapezu.

Zadanie 11. W romb o boku dtugosci 2 cm i kgcie ostrym 60° wpisano koto.
Oblicz pole tego kota.

Zadanie 12. W romb o kgcie ostrym 30° wpisano okrgg o promieniu 2 cm.

Oblicz pole tego rombu.
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Zadanie 13. Trapez ABCD o kgtach ostrych 30°¢ i 60° jest opisany na okregu o

promieniu V3. Oblicz pole i obwdd tego trapezu.

D C

30° k 60°

B

s

Zadanie 14. Ramie trapezu rownoramiennego opisanego na okregu ma
dtugosc 5, a jego dtuzsza podstawa jest rowna 8. Oblicz promien okregu
wpisanego w ten trapez oraz pole frapezu.

Zadanie 15. W trapez rGwnoramienny o podstawach dtugosci8 cmi 18 cm
jest wpisany okrag. Oblicz pole tego trapezu.

Zadanie 146. Na okregu o promieniu 2 cm opisano frapez, ktérego ramiona
majq dtugosci 5 cmi 7 cm. Oblicz obwdd i pole tego trapezu.

Zadanie 17. Oblicz pole i obwdd trapezu rGwnoramiennego opisanego na
okregu o promieniu 4 cm, jesli jedna z podstaw jest o 12 cm dtuzsza od
drugiej.

Zadanie 18. W frapezie rownoramiennym (niebedgcym rombem) o kgcie 45°

wpisano okrgg o promieniu 1 cm. Oblicz dtugosci podstaw tego trapezu.

Temat: OKRAG OPISANY NA CZWOROKACIE

Twierdzenie. Na czworokgcie mozna opisac okrgg wtedy i

tylko wtedy, gdy sumy miar przeciwlegtych kgtow tego

czworokgta sg réwne i majg po 180°:
a+y=p+6=180°

Zadanie 1. Na ktérym z ponizszych czworokgtdéw mozna
opisac¢ okrgg? Odpowiedz uzasadnij.
A B./ /  C.| \ D. 3 =
/ / % / \

/ /’ 1 \ / N
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Zadanie 2. Czy na czworokgcie o podanych kolejnych kgtach mozna opisac
okrgg? Odpowiedz uzasadnij.

a) 30°,60°120°,150° b) 78°30',86°20',101°30',93°40'

c) 25°,1059,155°,75° d) 54°36',70°5',125°24',109°55'

Zadanie 3. Kgty a i B sg sgsiednimi kgtami wewnetrznymi czworokgta. Oblicz

pozostate kgty tego czworokgta, jezeli wiadomo, ze mozna na nim opisac

okrgg.
Q) a =45° 3 =60°, b) a =100°p =50°, C) a =120° = 150°.

Zadanie 4. Czy na czworokqgcie o podanych kolejnych kgtach, gdzie a > 0,

mozna opisac okrgg?
a) a,2a, 30, 4a b) 2a, a, 40, 5a c) 3a.4a, 3a, 2a

Zadanie 5. Oblicz promien okregu opisanego na prostokgcie o bokach

dtugosci 3i 4.

Zadanie 4. Oblicz dtugos¢ okregu opisanego na prostokgcie ABCD.

a) b) D_—C
D & \ /
\ 7%
2 o’ P 3
5 X —%
/ \
AN 2v3 /B 2
A B

Zadanie 7. Na frapezie o kolejnych katach: a, B, y i § mozna opisac okrgg.

Oblicz miary kgtéw tego trapezu, wiedzqgc, ze y = 4a.

Zadanie 8.
a) Oblicz pole kota opisanego na prostokgcie o bokach dtugosci 6 cm
i 10 cm.
b) W okrgg o promieniu 20 cm wpisano prostokgt, w ktérym stosunek dtugosci

bokdw jest rowny 3:4. Oblicz pole tego prostokgta.
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Zadanie 9. Oblicz pole kota opisanego na trapezie ABCD.

b)

Zadanie 10. Jedna z podstaw trapezu jest srednicg opisanego na nim okregu.

Kat miedzy przekagtng tego trapezu a tg podstawg ma miare 300, a wysokos$¢

trapezu jest rowna 2. Oblicz promien okregu opisanego na tym trapezie.

Zadanie 11. Jedna z podstaw frapezu, wpisanego w okrgg o promieniu 2, jest

srednicq tego okregu, a jeden z jego kgtdw ma miare 60°. Oblicz dtugosci

przekgtnych tego frapezu.

Zadanie 12. Przekgtne prostokgta przecinajq sie pod kgtem 60°. Oblicz pole

kota opisanego na tym prostokqgcie, jesli:

a) jego krotszy bok ma dtugosc 6 cm, b) jego dtuzszy bok ma dtugosc 6 cm.

Zadanie 13. Na frapezie, ktdrego wysokosc jest rowna 4 cm, opisano okrgg o

promieniu 5 cm. Oblicz obwdd tego trapezu, jesli jedna z jego podstaw jest

Srednicq tego okregu.

Temat: TWIERDZENIE SINUSOW

Twierdzenie sinuséw

W dowolnym tréjkgcie stosunki dtugosci bokdw do sinuséw
przeciwlegtych kgtow sg rowne srednicy okregu opisanego na
tym tréjkgcie:

a b C

sina  sinf  siny




Zadanie 1. Oblicz miary pozostatych kgtow trojkgta ABC.
a) |AB| =+/6, |BC| =3, ZBAC = 60°

b) |AC| =346, |[BC| =9, ZBAC = 1200

c) |AB| =342, |AC| = 6, ZABC = 450

Zadanie 2.

a) Najdtuzszy bok trojkgta ma dtugosc 10 cm, a jego dwa kgty majg miary
20°i 120°. Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkgcie.

b) Kgt rozwarty trojkgta wpisanego w okrgg o promieniu é ma miare 135°.
Oblicz dtugos¢ najdtuzszego boku tego trojkgta.

c) Kgt przy podstawie trojkgta rownoramiennego ma miare 15°. Uzasadnij, ze
promien okregu opisanego na tym tréjkgcie ma dtugosc rowng dtugosci
podstawy trojkata.

Zadanie 3. Dany jest frojkat ABC, w ktorym A=(0, 0), B=(4, 0). Wyznacz
wspotrzedne wierzchotka C.

a) |BC| =4+/3, ZCAB=120°

b) |AC| =4+2, ZACB = 30°

Zadanie 4. Rozwiqgz trojkgt o danych bokach i kgcie.
a) a=4,b=6, a=30°, c) b=11, c=12, p=60°, e) a=9, b=10, a=45°,
b) a=10,c=20,y=150°  d)a=5, b=9, a=30°, f) a=7, b=10, a=45°.
Zadanie 5. Oblicz promien okregu opisanego na trojkgcie ABC, jesli:

a) a=4, a =135°, c) a=7, p=107°, y=43°, e) b =10, p = 135°,

b) a=7,a=120°, d) a=3, p=30°, a=4y, flc=11,a=p=45°
Zadanie 6. W momencie, gdy promienie stoneczne

tworzq z powierzchniq ziemi kgt 30°, cien drzewa jest o 12

m dtuzszy niz wtedy, gdy tworzg one kgt 40°. Oblicz

wysokos¢ drzewa.
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Zadanie 7. Rozwiqz trojkagt ABC, jesli:
a) b=10, a=30°, p=75°, C) b=6, a=45°,y=75°, e) a=12, b =16, a = 30¢°,
b) b=6, c=5, p=20°, d) a=5, c=7, y=110°, f) a=6, c=3, y=40°.

Zadanie 8. Dane sqg kgty a i p frojkgta wpisanego w okrgg o promieniu 6 cm.
Nie korzystajgc z tablic, oblicz obwdd trojkgta, jesli:
a) a=45°p = 60°, b) a =30°, p= 135°.

Zadanie 9. Dany jest trojkgt ABC, w ktorym potprosta CP jest 2
dwusieczng kgta ACB (rysunek obok). Wykaz, ze dtugosci @ / >
odcinkdw, na ktére dwusieczna dzieli bok AB, sg / y

proporcjonalne do dtugosci bokéw AC i BC: X :%
a

Zadanie 10. Dany jest trojkagt rownoboczny ABC o boku a. Punkty P i Q dzielg
bok BC tego tréjkgta na trzy rowne czesci. Wyznacz sinusy kgtow PAB i QAB
oraz dtugos¢ odcinka AP.

Zadanie 11. Niech ai p bedqg kgtami ostrymi frojkgta takimi, ze
a >B. Uzasadnij, ze bok a jest dtuzszy od boku b.

Zadanie 12. Na rysunku obok przedstawiono trojkat o kgcie

Yy > 90° wpisany w okrgg o promieniu R. Udowodnij, ze: ¢ _9R.

siny
Zadanie 13.
a) Korzystajgc z zamieszczonych obok rysunkéw, uzasadnij,
ze pole dowolnego trojkgta wyraza sie za pomocg wzoru: b c
=%ob sin y, gdzie y jest kgtem miedzy bokami ai b. A

b

b) Wyprowadz wzér, ——=——=—
sinae sing siny

, korzystajgc z tego,
ze pole dowolnego trojkgta wyraza kazda z rownosci: P=%ob siny, P=% ac sin

B, P=% bc sin a.

Zadanie 14. Uzasadnij, korzystajgc z twierdzenia sinusdw, ze pole

dowolnego trojkgta o bokach: a, b, ¢ wyraza sie za pomocqg

. abc . . . )
WZOoru: P = R gdzie R jest promieniem okregu opisanego na

NS
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Temat: TWIERDZENIE COSINUSOW

Twierdzenie cosinusow

Dla dowolnego trojkgta (oznaczenia jak na rysunku)

prawdziwe sq nastepujgce rownosci:

a? = b? + c? — 2bccosa

b? = a? + ¢? — 2accosf

c? = a® + b? — 2abcosy

Zadanie 1. Rozwiqgz trojkat ABC, jesli:

a) a=4, b=2+/3, y=30¢, c) a=3++/3, c=6+/2, p=45°,
b)b=6,c=+2,a=450, d) b=4,c=2 a=120°.
Zadanie 2. Wyznacz miary kgtow trojkgta o podanych bokach.

a) a=2, b=3, c=4, b) a=3, b=5, c=7.

Zadanie 3. Wyznacz miary katéw trojkgta o podanych bokach.
o)o=1,b=],c=m, b)o=\/§,b=2,c=1+\/§.
Zadanie 4. Oblicz dtugos¢ boku c trojkagta ABC, jesli:

a) a=4,b=+/3, y=30°, b) 0=2, b=6, y =120°.

Zadanie 5. Dane sg dtugosci a, b dwoch sgsiednich bokdw rownolegtoboku
oraz kgt y zawarty miedzy tymi bokami. Oblicz dtugosci przekgtnych tego
rownolegtoboku.

a) a=2, b=4+/3,y=30°, c) a=4, b=2+/2 y =45°,

b) a=5, b=3, y=60°, d) a=6, b=8, y =120°.

Zadanie 6. W tréjkgcie ABC dane sg dtugosci dwodch jego bokdw a=6ib =

10. Oblicz dtugosc¢ boku c, jesli wiadomo, ze siny = % oraz kgt vy jest:

a) ostry, b) rozwarty.

Zadanie 7. Sprawdz, czy trojkgt o bokach dtugosci: a, b, ¢ jest ostrokgtny,
prostokgtny, czy rozwartokgtny.

a) a=8, b=7, c=5, c) a=25, b=7, c=24,

b) a=10, b=11, c=4, d) a=6, b=20, c=21.
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Zadanie 8.

a) Jeden z bokow trojkgta jest trzykrotnie dtuzszy od drugiego boku, a kgt
miedzy nimi zawarty jest rowny 60°. Oblicz dtugosci tych bokdw, jesli frzeci bok
tego frojkgta ma dtugosc 7.

b) Jeden z bokdw trojkgta jest czterokrotnie dtuzszy od drugiego boku, a kgt
miedzy nimi zawarty jest rowny 120°. Oblicz dtugosci tych bokow, jesli frzeci
bok tego trojkgta ma dtugose 21.

Zadanie 9. W tfrapezie ABCD dtuzsza podstawa AB ma dtugosc 8+/3, a kat
BAD jest rowny 60°. Przekgtna AC ma dtugosc 6 i zawiera sie w dwusiecznej
kgta BAD. Oblicz obwdd tego trapezu.

Zadanie 10.

a) Dany jest rownolegtobok o bokach a i 2a oraz kgcie ostrym 30°. Oblicz
dtugosci przekgtnych tego rownolegtoboku.

b) Wyznacz miary kgtdw rombu o boku a i jednej z przekgtnych rownej

av2-+2 .

Zadanie 11. Podczas regat nalezy pokonac frase wyznaczonq przez =g
boje ustawione w punktach: A. B, C (rysunek obok). Odcinek AB
poprowadzono w kierunku potudniowym. Odcinek BC ma dtugosc ¢
17 km i poprowadzono go w kierunku potnocno-wschodnim, a B
odcinek AC ma dtugosc 27 km. Oblicz dtugosc catej trasy.

Zadanie 12. Pilot lecgcy samolotem z Poznania do Warszawy po przebyciu

200 km (odlegtosc¢ z Poznania do Warszawy jest rowna 300 km) zorientowat

sie, ze pomylit kurs o 20°. Jak daleko znajdowat sie wowczas od Warszawy?

Poznan 300 km W:

w arszawa
W, P

Zadanie 13. Na stoku o kgcie nachylenia 10° ustawiono stup wysokosci 14 m.

Jakiej dtugosci sg odciggi poprowadzone z

P
punktu P, potozonego w potowie wysokosci
10° |

stupa, do punktow A i B znajdujgcych sie 6 m

od podstawy stupa (rysunek ponizej)?
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Temat: POWTORZENIE WIADOMOSCI - TROJKATY I
CZWOROKATY

Sprawdz czy juz umiesz:

v stosowac¢ wtasnosci frojkgtow do wyznaczania dtugosci brakujgcych
bokdw i kgtow,

v oblicza¢ pola dowolnych trojkgtow,

v obliczac promien okregu wpisanego w trojkgt i opisanego na tréjkgcie,

v stosowac¢ wtasnosci czworokgtow do wyznaczania dtugosci
brakujgcych odcinkdw i miar kgtéw,

v' obliczac pola i obwody czworokgtow,

v sprawdzac, czy w czworokgt mozna wpisac okrgg i odwrotnie,

v stosowac twierdzenia dotyczgce czworokgtéw wpisanych w okrgg i
opisanych na okregu w zadaniach

v stosowac twierdzenie sinusdw i cosinusdw do wyznaczania dtugosci

brakujgcych bokdw i kgtow w trojkgtach

I. Tréjkaty, okrgg wpisany i opisany na tréjkqgcie.

Zadanie 1. Oblicz pole trojkata :

a)  rdwnoramiennego o ramieniu dtugosci 4 i kgcie przy podstawie 37°
b) réwnobocznego o wysokosci rownej 3v/3

c) o bokach dtugosci 3cm, 5cm, 6cm.

Zadanie 2. Oblicz pole kota opisanego i wpisanego w rojkat:
a) prostokgtny o przyprostokgtnych écm i 8cm.
b) rbwnoboczny o boku dtugosci 6cm
c) o bokach dtugosci 5cm, 7cm i 10cm.

Zadanie 3. Oblicz wysokos$¢ tréjkgta rdwnobocznego o polu 12v/3cm?.

Zadanie 4. Promien okregu wpisanego w trojkat rownoboczny ma 2cm

dtugosci. Oblicz obwdd tego trojkgta
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Zadanie 5. Obwod trojkgta jest rowny 360, a jego pole 180. Oblicz pole kota

wpisanego w ten trojkagt.

Zadanie 4. Oblicz promien i pole okregu wpisanego w frojkgt rownoboczny o

boku dtugosci 12.

Il. Czworokaty

Zadanie 7. Oblicz obwdd rombu o przekgtnych dtugosci 10cm i 24cm.
Zadanie 8. Oblicz wysokos$¢ rombu o przekgtnych dtugosci 10 i 24.

Zadanie 9. Kroétsza podstawa trapezu prostokgtnego ma dtugose 16cm, a

jego wysokosc jest rowna 7cm. Oblicz pole i obwdd tego trapezu, jesli sinus

jego kgta ostrego jest rowny %

Zadanie 10. Dtugo$¢ boku rombu jest rowna 3v/5, a jedna z jego przekgtnych

jest dwa razy dtuzsza od drugiej. Oblicz pole tego rombu.

Zadanie 11. Dany jest trapez rGwnoramienny o kgcie ostrym 30° i podstawach

dtugosci 16 12. Oblicz obwdd i pole tego trapezu.

Zadanie 12. Podstawy trapezu rGwnoramiennego majg dtugosci 3i 7, a

przekgtna 2v/13. Oblicz pole tego trapezu.

lll - okrqg wpisany w czworokaqt i okrqg opisany na czworokgcie

Zadanie 13. Sprawdz, czy w czworokgt wypukty mozna wpisac okrqg, jezeli

jego kolejne boki majg dtugosci:

Q) 7,12,17,12, ) 30, 31, 35, 33, C) 6.
16, 36, 26.

Zadanie 14. Czy na czworokgcie mozna opisac okrqg, jezeli jego kolejne kgty

majg miary:

a) 30°,60° 150°,120°, 0)24°,126°,56°, 114°, C)91°,92°,89°,88°.
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Zadanie 15. W frapez rbwnoramienny o podstawach dtugosci8 cmi 18 cm

jest wpisany okrgg. Oblicz pole tego frapezu.

Zadanie 16. Znajdz promien okregu opisanego na prostokgcie o bokach

dtugosci 5cmii 12cm.

Zadanie 17. Jakg dtugos¢ ma bok kwadratu wpisanego w okrgg o promieniu

dtugosci 52
IV. Twierdzenie sinusdw i cosinusow

Zadanie 18. W trojkgcie ABC dane sg dtugosci dwoch bokdw oraz miara
jednego z katéw. Znajdz miary pozostatych kgtow tego tréjkgta oraz promien

okregu opisanego na tym trojkqgcie.

a) |AC| =+/6, |BC| =2, |4ABC| = 60°
b) |AC| =1, |BC| =2, |4ABC| = 30°

Zadanie 19. Najdtuzszy bok trojkgta ma dtugosc 10 cm, a jego dwa kgty majg

miary 20° i 120°. Oblicz promienh okregu opisanego na tym tréjkgcie.
Zadanie 20. Oblicz miary kgtow trojkgta o podanych bokach:
a) 2, 3, 4, b)3.5,7.

BAZA ZADAN - PLANIMETRIA

Zadanie 1. W czworokgcie ABCD przekgtne dzielg sie na potowy, przecinajq
sie pod kgtem prostym i majg odpowiednio dtugos¢ 12 cm i 6 cm. Obwod
tego czworokagta jest rowny:

A.18cm B.72cm C. 1245 cm D. 20+/3 cm.

Zadanie 2. Przekgtna trapezu rbwnoramiennego o podstawach aib (a>b)
jest dwusieczng kgta przy dtuzszej podstawie trapezu. Woéwczas dtugosc
krotszej podstawy jest rowna:

A. dtugosci przekgtnej tfrapezu
B. wysokosci trapezu
C. dtugosci ramienia trapezu

D. potowie dtugosci dtuzszej podstawy frapezu.
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Zadanie 3. Krétsza przekgtna rombu dzieli go na dwa trojkgty rownoboczne.
Kgt rozwarty rombu ma miare
A. 60° B. 120° C.135° D. 150°.

Zadanie 4. Bok rombu ma dtugos¢ 13 cm, a jego dtuzsza przekgtna ma 24
cm. Dtugosc¢ krotszej przekgtnej rombu jest rowna:
A.24 cm B.10cm C.12cm D.5cm.

Zadanie 5. Dany jest kwadrat o boku majgcym dtugosé 2+/2 i romb, ktérego

bok ma dtugosc¢ 4, a kgt ostry jest rowny 60°. Niech d oznacza dtugosc

przekgtnej kwadratu, zas p — dtugosc krotszej przekgtnej rombu. Wowczas:

A. d<p B. d>p C.d-p=442 D.d=p.
Zadanie 6. Wysoko$¢ rombu o kgcie ostrym 30°jest rowna é cm, zatem
dtugosc¢ boku rombu wynosi:
A.12cm B.3cm C. 6/3cm D. 3J/3cm.
Zadanie 7. Przekgtne rombu majg dtugos¢ 12 16. Niech P oznacza pole
rombu, zas O — obwdd tego rombu. Woéwczas:
A.P=192,0=14 B.P=192,0=40
C.P=96,0=40 D.P=96,0 =14,
Zadanie 8. Pole i obwdd kwadratu, ktérego przekgtna ma dtugosé 2., sg
odpowiednio rowne:

A.0,5i22 B.1i4 C.1i1 D.2i 42

Zadanie 9. Boki rownolegtoboku majg dtugosc 8i 6, a jego kgt ostry jest rowny

30°. Pole tego rownolegtoboku wynosi:
A 12 B. 24 C.24.3 D.1243.

Zadanie 10. Kwadrat o boku dtugosci+/2 iromb o boku dtugoéci 2 majg
rowne pola. Wynika stgd, ze kgt ostry rombu jest rowny:
A. 60° B. 45° C. 30° D. 15°.
Zadanie 11. W frapezie odcinek tgczgcy srodki ramion ma dtugos¢ 7 cm, a
wysokosS¢ 4 cm. Pole tego frapezu jest rowne:
A. 28 cm?2 B. 14 cm? C.12cmz? D.7 cmz,

92



Zadanie 12. Oblicz obwdd i pole trapezu przedstawionego na rysunku.

.,

L
45" . 30 =

Zadanie 13. W frapez rGwnoramienny o wierzchotkach w punktach:
A=(-4,3),B= (2, -3), C=(3,2), D= (1, 4) wpisano czworokat tak, ze jego
wierzchotki sg srodkami bokdéw frapezu. Sprawdz, czy wpisany czworokgt jest
rombem. Oblicz jego pole P i obwdd L.

Zadanie 14. Krotsza przekgtna réwnolegtoboku ma dtugosé 54/3 ijest

prostopadta do boku rownolegtoboku. Boki rownolegtoboku pozostajg w

stosunku 1 : 2. Oblicz dtugosci bokdw, miary kgtdw wewnetrznych oraz krotszg

wysokos¢ rownolegtoboku.

Zadanie 15. Wysokos¢ rombu poprowadzona przez punkt przeciecia
przekgtnych dzieli bok rombu na odcinki majgce dtugos¢ 9 cmi4 cm.
Oblicz:

a) wysokos¢ rombu, b) tangens kgta ostrego rombu.

Zadanie 16. Przekgtna prostokgta o dtugosci 10cm tworzy z dtuzszym bokiem
prostokgta kgt o mierze 30°. Oblicz pole tego prostokgta.

Zadanie 17. Obwdd trojkgta rownoramiennego jest rowny 32cm. Podstawa
trojkgta jest o 1cm dtuzsza od ramienia. Oblicz pole tréjkata.

Zadanie 18. Wysokos¢ trojkata rownobocznego wynosi 24/3. Oblicz pole |
obwdd tego trojkgta.

Zadanie 19. Kgt miedzy ramionami frojkgta rownoramiennego ma miare
cztery razy mniejszg od miary kgta przy podstawie. Oblicz miary kgtow
trojkata.

Zadanie 20. Stosunek miar kgtow trojkgta jest rowny 2:3:4. Oblicz miary kgtéw
trojkata.

Zadanie 21. Dany jest prostokgt o bokach 4 i 8. Srodki bokéw prostokgta sg
wierzchotkami rombu. Oblicz pole i obowdd rombu.

Zadanie 22. Suma miar katéw srodkowego i wpisanego opartych na tym

samym tuku jest rowna 126°. Oblicz miary tych kgtéw.
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Zadanie 23. Oblicz obwdd trojkgta rownobocznego, ktdérego wysokos¢ ma
dtugosc 9.

Zadanie 24. Oblicz pole réownolegtoboku o bokach dtugosci 1dm i 4cm oraz
kgcie rozwartym 150°.

Zadanie 25. Stosunek dtugosci przekgtnych rombu, ktérego bok ma dtugosc
8cm, jest rowny 4:3. Oblicz pole rombu.

Zadanie 26. W okrgg o promieniu 15 cm wpisano trapez rGwnoramienny w
taki sposodb, ze srednica okregu jest dtuzszg podstawq frapezu. Suma
dtugosci ramion trapezu i krétszej podstawy jest rowna 45 cm. Oblicz:

a) dtugos¢ odcinka tgczgcego Srodki ramion trapezu

b) dtugosci odcinkdw, na jakie punkt przeciecia przekgtnych dzieli te
przekgtne.

Zadanie 27. W frapezie rbwnoramiennym jedna z podstaw jest dwa razy
krotsza od drugiej. Odcinek tgczgcey srodki ramion frapezu ma dtugosc 12
cm.

a) Oblicz dtugosci podstaw frapezu.
b) Wiedzgc dodatkowo, ze sinus kgta ostrego frapezu jest rowny % oblicz
pole tego trapezu.

Zadanie 28. W prostokqgcie o bokach dtugosci 10 cmii el |

8 cm przedtuzono kazdy bok o0 4 cm w sposob \

przedstawiony na rysunku ponizej. Nastepnie \

potgczono kohce przedtuzen.
a) Oblicz pole otrzymanego czworokgta.

b) Wykaz, ze powstaty czworokgt jest rownolegtobokiem.
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3. WIELOSCIANY

Wieloscian fo bryta geomefryczna, ograniczona przez tak zwang
powierzchnie wieloscienng, czyli powierzchnie utworzong z wielokgtow o

roztgcznych wnetrzach i kazdym boku wspdlnym dla dwoch wielokgtow.

Temat: WZAJEMNE POLOZENIE PROSTYCH I PLASZCZYZN W
PRZESTRZENI

Zadanie 1. Krawedzie prostopadtoscianu zawierajgcq sie w odpowiednich

prostych. Podaqj przyktady par prostych: rownolegtych, H, G
skosnych, przecinajgcych sie. E /
Proste rbwnolegte: EH| | GF, ...... P P ¢
....... T

Proste skosne: EHiBF, .....0....., ....... Feveiiies e e ,,D/L """""" /C
Proste przecinajgce sie: ....... Feeieiiies s feeines cenens [ A = B

Zadanie 2. Sciany prostopadtoscianu z zadania 1 zawierajqg sie w
ptaszczyznach: sciana CDGH w ptaszczyznie a4, Sciana ADEH w ptaszczyznie
a,, Sciana ABEF w ptaszczyznie as, Sciana BCFG

w ptaszczyznie a, , Sciana ABCD w ptaszczyznie as. Podaj przyktady par
ptaszczyzn:

Réwnolegtych: ....... [ oo s [ |........

Przecinajgcych sie: ........ Feeeenns vneen feveeees veeenn [T fvenenn

Zadanie 3. Korzystajgc z rysunku z zadania 1 i oznaczen z zadania 2, uzupetnij
Zapisy:

a) Prosta EH jest rownolegta do ptaszczyzny ......... oraz do ptaszczyzny.........
b) Proste ....... [ sg rownolegte do ptaszczyzny a,,

c) Prosta EF jest prostopadta do ptaszczyzny ....... oraz do ptaszczyzny .......

d) Proste ........ [T sq prostopadte do ptaszczyzny as
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Zadanie 4. Na rysunku przedstawiony jest
ostrostup o podstawie kwadratu. Wypisz
krawedzie tego ostrostupa:

a) Réwnolegte do krawedzi BC:

b) SkoSne do krawedzi AB:

c) Skosne do krawedzi DS.:

Zadanie 5. Rzutem prostokgtnym odcinka AB dtugosci 20cm na ptaszczyzne
m, jest odcinek A'B’ o dtugosci 10cm. Oblicz miare kgta nachylenia prostej AB

do ptaszczyzny ;.

Zadanie 6. Na rysunku obok zaznaczono przekgtng
d a
szeScianu. Zaznacz kgt nachylenia tej przekgtnej do :

ptaszczyzny podstawy. P s T

a

Zadanie 7. Prosta k jest prostopadta do ptaszczyzny ;.
Okresl potozenie prostej | wzgledem ptaszczyzny m,, gdy:
a) Prosta | jest prostopadta do prostej k

b) Prosta | jest skosna do prostej k

Zadanie 8. Przez punkty A i B lezgce poza ptaszczyzng P poprowadzono
proste prostopadte do tej ptaszczyzny, przebijajgce jg odpowiednio w
punktach A’ i B'. Wiedzqc, ze | AA"|=80cm i | BB’ | =60cm oblicz odlegtosc
srodka odcinka AB od ptaszczyzny P.

Zadanie 9. Dwie proste rownolegte kil lezg na ptaszczyznie P w odlegtosci
28cm od siebie. Prosta m, lezgca poza ptaszczyzng, jest rownolegta do
prostej k i oddalona od niej o 17cm, a od ptaszczyzny P o 15 cm. Oblicz

odlegtos¢ miedzy prostymimiil.

Zadanie 10. Odcinek AB dtugosci 7,5cm przebija ptaszczyzne P. Jego konce
odlegte sqg od tej ptaszczyzny o 1,4cm i0,7cm. Oblicz dtugos¢ rzutu odcinka

AB na ptaszczyzne P.
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Temat: KAT DWUSCIENNY

Zadanie 1. Na rysunku przedstawiono prostopadtoscian H F
ABCDEFGH. Ef— F
a) Wypisz pary scian rownolegtych i
b) Wypisz sciany prostopadte do podstawy ABCD D’i ......... L__.JC
c) Wypisz proste (krawedzie) rownolegte do prostej 5 B/

(krawedzi)
d) Wypisz proste (krawedzie) skosne do prostej (krawedzi) ¢
Zadanie 2. Wyznacz miare kgta dwusciennego wiedzgc, ze odlegtosc
dowolnego punktu A lezgcego na jednej ze Scian od krawedzi kgta
dwusciennego jest dwukrotnie wieksza niz odlegtos¢ tego punktu od drugiej

Sciany.

Zadanie 3. Miara kgta dwusciennego wynosi 45°. Na jednej ze $cian znajduje
sie punkt A, ktérego odlegto$¢ od drugiej Sciany wynosi 10cm. Oblicz

odlegtos¢ punktu A od krawedzi kgta dwusciennego.

Zadanie 4. Punkt A lezgcy wewnatrz kgta dwusciennego jest odlegty od
kazdej z jego $cian o 7cm. Znajdz odlegtos¢ punktu A od krawedzi kgta
dwusciennego, jezeli kgt zawarty miedzy odcinkami opuszczonymi

prostopadle z punktu A na $ciany kgta ma miare 120°.

Zadanie 5. Wewnatrz kgta dwusciennego prostego znajduje sie punkt A
odlegty od scian kgta odpowiednio o 9cm i 40cm. Oblicz odlegtos¢ punktu A

od krawedzi kgta dwusciennego.

Zadanie 6. Miara kgta dwusciennego jest rowna 60°. Na jednej ze $cian lezy
punkt A, ktérego odlegto$¢ od drugiej Sciany jest rowna 9cm. Oblicz

odlegtosc punktu A od krawedzi kgta dwusciennego.
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Temat: GRANIASTOStUP

Graniastostup fo wieloscian, ktérego dwie sciany (zwane podstawami) sg
przystajgcymi wielokgtami lezgcymi w ptaszczyznach réwnolegtych, a
pozostate $ciany sq réwnolegtobokami. Sciany zawarte w ptaszczyznach
podstaw nazywamy podstawami graniastostupa. Pozostate Sciany sqg
réwnolegtobokami i nazywamy je scianami bocznymi graniastostupa.
Wysokos¢ graniastostupa to odcinek zawarty w prostej prostopadtej do jego
podstaw, ktérego koncami sg punkty wspdlne tej prostej z ptaszczyznami
zawierajgcymi podstawy graniastostupa.

Przekqgtng graniastostupa nazywamy kazdy odcinek, ktérego koncami sg
wierzchotki obu podstaw graniastostupa i ktory nie zawiera sie w zadnej ze

Scian graniastostupa.

Graniastostup n-kgtny ma:
e 2n wierzchotkdw
e 3n krawedszi

e nN+23cian
Wsréd graniastostupow wyrdzniamy graniastostupy proste i pochyte.

Graniastostup prosty to figura przestrzenna, ktérej podstawy sq przystajgcymi

wielokgtami, a wszystkie sciany boczne sq prostokgtami.

Graniastostup pochyly to graniastostup, w ktérym krawedzie boczne nie sg

prostopadte do podstaw.

Graniastostup prosty, ktorego podstawy sg wielokgtami foremnymi nazywamy
graniastostupem prawidtowym. W graniastostupie prawidtowym sciany
boczne sqg figurami przystajgcymi.

Graniastostup prosty, ktorego podstawy sg prostokgtami nazywamy

prostopadtoscianem

98



Zadanie 1. Okresl czy figura jest wieloScianem

Zadanie 2. Wskaz graniastostupy i nazwij je
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Zadanie 4. Wskaz graniastostupy
prawidtowe na zdjeciu obok.

Zadanie 5. Uzupetnij opisy

Wieloscian — sciany sq

Graniastostup prosty — graniastostup,
ktorego boczne krawedzie sq

.................................... do podstaw

\./

Graniastostup prawidtowy — graniastostup prosty, ktorego podstawy sq

Zadanie 6. Narysuj

a) graniastostup prawidtowy trojkginy,

b) graniastostup prawidtowy czworokgtny,

c) graniastostup pochyty,

d) wieloscian, ktory nie jest graniastostupem.

Zadanie 7. Uzupetnij tabele

nazwa Liczba scian

Liczba wierzchotkdow

Liczba krawedzi

Graniastostup

prawidtowy tréjkgtny

Graniastostup prosty

czworokgtny

Graniastostup prosty

szeSciokgtny

Graniastostup

prawidtowy

o$miokagtny
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Zadanie 8. Uzupetnij tabele

Wielokgt w Liczba Scian Liczba wierzchotkéw | Liczba krawedzi
podstawie
33
18
52
?-kat
22
42
90
15-kgt

Zadanie 9. Z bryt oznaczonych literami A, B, C, D wybierz te, ktérej siatke

| b)

“ B 1 A B

55 (77 )

I

C% D L c D
|

St ie 671
Zadanie 10. Ktéra z siatek, oznaczonych literami A, B, C i D, @

moze byc siatkg prostopadtoscianu przedstawionego na

zamieszczono obok.

a)

rysunku obok?

A B C D

Zadanie 11. lle scian bocznych ma graniastostup o 100 wierzchotkach?
Zadanie 12. Czy graniastostup moze miec 20 krawedzi?
Zadanie 13. Oblicz, ile Scian ma graniastostup, w ktérym:

a) Liczba wierzchotkdw jest o 7 mniejsza od liczby krawedzi

b) Liczba scian jest o 8 mniegjsza od liczby wierzchotkow

c) Liczba krawedszi jest dwa razy wieksza niz liczba Scian.
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Zadanie 14. Czy istnieje graniastostup, w ktérym liczba przekgtnych jest rowna
liczbie wierzchotkéw?

Zadanie 15. Suma dtugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidtowego
szesciokgtnego jest rowna 144. Krawedz boczna tego graniastostupa jest dwa
razy dtuzsza od krawedzi podstawy. Oblicz dtugosc krawedzi bocznej i
krawedzi podstawy tego graniastostupa.

Zadanie 16. Czy istnieje graniastostup, ktdry nie ma przekgtnych?

Zadanie 17. Czy w graniastostupie prawidtowym wszystkie przekgtne majg

takg samg dtugosc?

LADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. Graniastostup, ktory ma 22 $ciany, ma wierzchotkdw:

A. 42 B. 22 C. 40 D. 20

Zadanie 2. Graniastostup, ktéry ma 18 scian, ma wierzchotkow:

A. 36 B. 32 C.30 D. 32

Zadanie 3. Liczba Scian graniastostupa, ktéry ma 14 wierzchotkow, jest rowna:
A.7 B.5 C.9 D. 11

Zadanie 4. Liczba scian graniastostupa, ktéry ma 16 wierzchotkdw, jest rowna:
A. 12 B. 10 C.9 D.8

Zadanie 5. Liczba Scian graniastostupa, ktéry ma 20 wierzchotkow, jest rowna:
A. 12 B. 10 C.5 D.8

Zadanie 4. Ktéra z podanych liczb nie moze byc¢ liczbg krawedzi
graniastostupa?

A.120 B.136 C.108 D.213
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Temat: ODCINKI W GRANIASTOStUPACH I KATY MIEDZY
TYMI ODCINKAMI. KATY W GRANIASTOStUPIE

Zadanie 1. Zaznacz na rysunku kgty a, B i y, gdzie:

a — kqt miedzy przekgtnymi scian bocznych, wychodzgcymi z tego samego
wierzchotka

B — kgt miedzy przekqgtng graniastostupa a ptaszczyzng podstawy

y — kgt miedzy przekgtng graniastostupa a krawedzig podstawy

ﬂ , L

Zadanie 2. Nazwij kgty zaznaczone na rysunku:

a)

i

103


http://www.google.pl/imgres?imgurl=http://matematyka.pl/public/geometria/szescian.png&imgrefurl=http://www.matematyka.pl/page.php?p=kompendium-stereometria&h=300&w=400&tbnid=E8pBfiFKEmlglM:&zoom=1&docid=NRmf2_GIIlZ4HM&hl=pl&ei=Z5mZU-iQF-6u7Aae_oD4BA&tbm=isch&ved=0CEAQMygNMA0&iact=rc&uact=3&dur=957&page=1&start=0&ndsp=14
http://www.google.pl/imgres?imgurl=http://www.megamatma.pl/res/upload/RYSUNKI_DOBRE/liceum/plik_9_2/46.gif&imgrefurl=http://www.megamatma.pl/uczniowie/szkola-srednia/stereometria/w-graniastoslupie-katy-miedzy-krawedziami-i-scianami&h=553&w=481&tbnid=w26ZTX50tPCRpM:&zoom=1&docid=GGgSa34KTCY5LM&ei=Uk-XU_mJOKOI7AbstoAY&tbm=isch&ved=0CGAQMyhYMFg4rAI&iact=rc&uact=3&dur=628&page=17&start=378&ndsp=25

Zadanie 3. Przedstawione na rysunku graniastostupy sg prawidtowe. Oblicz

miary zaznaczonych kgtéw.
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Zadanie 5. Wykaz, ze dtugosc¢ d przekgtnej szescianu o krawedzi a okreslona

a)

jest wzorem d = a+/3.

Zadanie 4. Oblicz dtugosc¢ przekagtnej szescianu o boku dtugosci 12.
Zadanie 7. Oblicz tfangens kgta nachylenia przekgtnej szescianu do
ptaszczyzny podstawy.

Zadanie 8. W prostopadtoscianie o podstawie kwadratowej przekgtna ma
dtugosé 6v3 ijest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod kgtem 60°.
Oblicz wysoko$¢ tego prostopadtoscianu.

Zadanie 9. Wykaz, ze dtugos¢ d przekqgtnej prostopadtoscianu o krawedziach
a, b, c okreslona jest wzorem d = va? + b? + c2.

Zadanie 10. W graniastostupie, ktérego podstawq jest kwadrat o boku V2,
tangens kata nachylenia przekgtnej graniastostupa do ptaszczyzny

podstawy wynosi 3. Oblicz wysoko$¢ tego graniastostupa.
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Zadanie 11. Oblicz miare kgta, ktéry tworzy przekgtna szeScianu ze sciang
boczng.

Zadanie 12. Graniastostup prawidtowy szesciokatny ma wysoko$é V6 cm i
krawedz podstawy dtugosci v3 cm. Wyznacz miare kgta miedzy najdtuzszg
przekgtng graniastostupa i przekagtng sciany bocznej, wychodzgcymi z
jednego wierzchotka.

Zadanie 13. W prostopadtoscianie o podstawie kwadratowej przekgtna
$ciany bocznej ma dtugosc V6, a krawedz podstawy ma dtugo$c¢ 3. Oblicz
miare kgta miedzy przekgtng Sciany bocznej a przekgtng podstawy
prostopadtoscianu.

Zadanie 14. Zaznacz kgt miedzy przekgtnymi scian bocznych wychodzgcymi z
jednego wierzchotka szescianu. Oblicz miare tego kgta.

Zadanie 15. Zaznacz kgt miedzy przekgtng prostopadtoscianu o podstawie
kwadratu a przekgtng sciany bocznej. Wyznacz miare tego kgta, wiedzqgc ze
wysoko$¢ prostopadto$cianu jest rowna 2v3, a jego przekgtna ma dtugosé
2+/6.

Zadanie 16. Graniastostup prawidtowy szesciokgtny ma wysoko$¢ v6 cm i
krawedz podstawy dtugosci v3 cm. Wyznacz miare kgta miedzy przekgtnymi
Scian bocznych, wychodzgcymi z jednego wierzchotka.

Zadanie 17. W graniastostupie czworokgthym prawidtowym przekgtna
graniastostupa ma dtugos¢ 30 cm i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy
pod kgtem o mierze 60°. Oblicz dtugos¢ krawedzi bocznej tego
graniastostupa.

Zadanie 18. Krawedz boczna prawidtowego graniastostupa tréjkgtnego jest 6
razy dtuzsza od krawedzi podstawy. Oblicz cosinus kgta, jaki tworzy przekgtna

Sciany bocznej z sgsiedniqg Sciang boczng.

Zadanie 19. W graniastostupie prawidtowym sze$ciokgtnym F E,

wszystkie krawedzie majg dtugosé 6 cm. A A D,
a) Oblicz dtugos¢ najdtuzszej przekgtnej tego graniastostupa. A f‘lh. i
b) Oblicz tangens kata, jaki tworzy najdtuzsza przekgtna tego 4 £ /‘!/ - D

graniastostupa z najdtuzszg przekatng jego podstawy.
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Temat: PRZEKROJE GRANIASTOStUPA

Przyktady przekrojéw graniastostupow

il

|

<___,J\ i
' = B

Zadanie 1. Dany jest szescian o krawedzi dtugosci a =2 cm.
a) Narysuj ten szescian (rzut rownolegty) tak, aby przekrdj przekgtny byt
naturalnej wielkosci.
b) Oblicz pole tego przekroju.
Zadanie 2. W szescianie ABCDA'B'C’'D’ oznaczono srodki bokdw AA’, A'B’,
B'C’, C'C, CD, DA odpowiednio literami E, F, G, H, |, J. Jakim wielokgtem jest
przekrdj szescianu ptaszczyzng wyznaczong tymi punktami?2 Narysuj szescian i
zaznacz na nim ten przekrdj. Oblicz pole tego przekroju, jezeli krawedz
szeScianu wynosi 2v/3 cm.
Zadanie 3.Narysuj przekrdj graniastostupa trojkgtnego ptaszczyzng
przechodzgcq przez.
a) krawedz podstawy i sSrodek przeciwlegtej krawedzi bocznej
b) Krawedz podstawy i srodki dwdch krawedzi przeciwlegtej podstawy
c) Krawedz boczng i wysoko$¢ podstawy
Zadanie 4. Dany jest graniastostup prawidtowy tréojkagtny, w ktérym dtugose
krawedzi podstawy a =8 cm oraz dtugos¢ krawedzi bocznej k =22 cm.
a) Narysuj tfen graniastostup (rzut rownolegty) tak, aby przekrdj ptaszczyzng
zawierajgcq krawedz boczng i jednq z wysokosci podstawy byt
naturalnej wielkosci.

b) Oblicz pole tego przekroju.
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Zadanie 5. Podstawq graniastostupa prostego jest frojkat prostokatny, ktérego
przyprostokgtna ma dtugos$¢ a = 3 cm, a przeciwprostokgtna ¢ = 5 cm.
Wysoko$¢ graniastostupa ma dtugose h = 3v2 cm. Graniastostup przecieto
ptaszczyznq prostopadtg do podstawy i zawierajgcq wysokosc tej podstawy
poprowadzong z wierzchotka kgta prostego. Oblicz pole otrzymanego
przekroju.

Zadanie 6. Graniastostup prawidtowy czworokgtny o krawedzi podstawy 11
wysokosci 12cm przecieto ptaszczyzng, ktéra tworzy kgt 45° z ptaszczyzng
podstawy, tworzgc w ten sposdb przekrdj poprzeczny. Oblicz pole tego
przekroju.

Zadanie 7. W graniastostupie prawidtowym szesciokgtnym zaznacz w dolnej
podstawie najdtuzszg przekgtng d i w goérnej podstawie najdtuzszg przekgtng
d’ rownolegtg do d. Wyznacz przekrdj graniastostupa ptaszczyzng
zawierajgcq te przekgtne. Oblicz pole tego przekroju, jezeli wysokosc

graniastostupa wynosi 12cm, a krawedz podstawy 6cm.

Temat: POLE POWIERZCHNI I OBJETOSE GRANIASTOSLUPA

Sume wszystkich Scian bocznych graniastostupa nazywamy powierzchniq
boczng graniastostupa. Sume powierzchni bocznej I obu podstaw
graniastostupa nazywamy powierzchniq catkowitq graniastostupa.
Pole powierzchni catkowitej graniastostupa o polu podstawy P, i polu
powierzchni bocznej Py jest rowne:

P. =P, + 2P,
Objetos¢ graniastostupa o polu podstawy Py i wysokosci H jest rowna

V=p-H

Graniastostup prosty, ktorego podstawy sg prostokgtami nazywamy

prostopadtoscianem

I
a, b - krawedzie podstawy \ P
c - krawedz boczna, :

d - przekgtna prostopadtoscianu e o
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Prostopadtoscian ma trzy wymiary: dtugosé, szerokos¢ i wysokose (a, b, c).
Kazdy prostopadtoscian ma é scian (4 sciany boczne i 2 podstawy), 8

wierzchotkow i 12 krawedszi.

Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu:  P. = 2ab + 2bc + 2ac
Objetosé prostopadtoscianu: V = abc

Dtugosé przekagtnej prostopadtoscianu o krawedziach dtugoscia, bic :

d =+/a?+ b? + c?

Prostopadtoscian, ktérego wszystkie sciany sg kwadratami nazywamy

szescianem.

a - krawedz szeScianu, d - przekgtna szescianu

} Szescian jest szczegdlnym przypadkiem

| d a prostopadtoscianu.
I Pole powierzchni catkowitej: P, = 6a?
- bom— _a Objeto$é szescianu: V=a3
“ Dlugosé przekatnej szescianu: d=aV3

Zadanie 1. Oblicz pole powierzchni i objetos¢ szesciennego pudetka o boku
dtugosci 4cm.
Zadanie 2. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetosc szescianu, ktérego:
a) przekgtna sciany ma dtugosé 7+/2,
b) przekgtna ma dtugosé 5+/3.
Zadanie 3. Przekgtna boku szeScianu ma dtugosc 8. Oblicz objetosc tego
szeScianu.
Zadanie 4. Pole powierzchni catkowitej szescianu wynosi 18. Oblicz objetosc
tego szescianu.
Zadanie 5. W szescianie dtugos¢ kazdej krawedzi zmniejszono dwukrotnie. Jak

i ile razy zmienita sie objetos¢ szescianu?
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Zadanie 6. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni
prostopadtoscianu przedstawionego na rysunku obok.

Zadanie 7. Oblicz pole powierzchni catkowitej, objetosc

i dtugosc¢ przekatnej prostopadtoscianu o krawedziach ) R |

\|_~ ","

majgcych dtugosci3cm, 4 cmi 5 cm.
Zadanie 8. Oblicz pole powierzchni i objetos¢ prostopadtoscianu o bokach
podstawy 3 i 4 oraz przekgtnej prostopadtoscianu dtugosci 10.

Zadanie 9. Objetosc prostopadtoscianu o podstawie kwadratowe] wynosi
128. Jaka jest dtugos¢ krawedzi podstawy tego prostopadtoscianu, jezeli jego
wysokos¢ jest dwa razy dtuzsza od krawedzi podstawy?

Zadanie 10. Wyznacz dtugosci krawedzi prostopadtoscianu prawidtowego
czworokgtnego, ktérego objetosc wynosi 100 cm?, a pole powierzchni
bocznej rowne jest 80 cm?.

Zadanie 11. W prostopadtoscianie jedna z krawedzi ma dtugos¢ 10 cm,

a stosunek dwoch pozostatych krawedzi wynosi 2:4. Oblicz pole powierzchni
catkowitej tego prostopadtoicianu, wiedzgc, ze jego objetosc jest rowna 320 cm3.
Zadanie 12. Stosunek dtugosci krawedzi prostopadtoscianu o wspdlnym

wierzchotku wynosi 1:2:3. Jakie wymiary ma ten prostopadtoscian, jezeli jego

objetosc jest rowna 482

Zadanie 13. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni 5

graniastostupa prawidtowego czworokgtnego

przedstawionego na rysunku obok.
30

Zadanie 14. Wyznacz objetosc i pole powierzchni catkowitej graniastostupa
prawidtowego czworokgtnego, jezeli przekgtna graniastostupa ma dtugosc
10cm, a przekgtna podstawy 8cm.

Zadanie 15. Oblicz pole powierzchni graniastostupa prawidtowego
czworokgtnego, gdy jego przekgtna podstawy ma dtugos¢ 2 cm, a krawedz
boczna ma dtugosc 4 cm.

Zadanie 14. Oblicz objeto$¢ graniastostupa czworokgtnego prawidtowego,
jezeli jego pole powierzchni catkowitej wynosi 363,3 cm?2, a krawedz podstawy

105 mm.
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Zadanie 17. Oblicz objetos¢ i pole graniastostupa czworokgtnego
prawidtowego, jezeli przekgtna graniastostupa dtugosci 6 cm jest nachylona

do ptaszczyzny podstawy pod kgtem 30°.

Zadanie 18. Oblicz objetos¢ graniastostupa czworokgtnego prawidtowego, w

ktorym przekgtna o dtugosci d jest nachylona do

ptaszczyzny podstawy pod kgtem 30°.
£ H
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Zadanie 19. Oblicz objetosc i pole powierzchni

graniastostupa prawidtowego trojkgtnego

przedstawionego na rysunku obok.

b

Zadanie 20. Sciana boczna graniastostupa prawidtowego trojkgtnego jest

kwadratem o boku dtugosci 8. Oblicz objeto$¢ tego graniastostupa.

Zadanie 21. Sciana boczna graniastostupa prawidtowego trojkgtnego jest

kwadratem o boku dtugosci 6. Oblicz pole powierzchni . <

catkowitej tego graniastostupa. G ; !

Zadanie 22. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni
graniastostupa prawidtowego szesciokgtnego 5

przedstawionego na rysunku obok.

Zadanie 23. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej B
graniastostupa prawidtowego szesciokgtnego o boku podstawy 3 i kgcie
nachylenia dtuzszej przekgtnej graniastostupa do ptaszczyzny podstawy
rownym 60°.

Zadanie 24. Podstawqg graniastostupa prostego jest romb o boku dtugosci
24cm i kgcie ostrym 60°. Dtuzsza przekgtna graniastostupa nachylona jest do

ptaszczyzny podstawy pod kgtem 30°. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

Zadanie 25. Podstawqg graniastostupa prostego jest trapez rownoramienny o
bokach dtugosci 20, 10, 8, 10. Przekgtna tego trapezu jest 4 razy krotsza od

przekgtnej graniastostupa. Oblicz objeto$¢ tego graniastostupa.
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Zadanie 26. Podstawqg graniastostupa prostego jest romb o boku majgcym
dtugosc¢ 12 cm i kgcie ostrym o mierze 42°. Przekgtna $ciany bocznej bryty ma
dtugosc¢ 20 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetos¢ tego

graniastostupa. Wynik zaokrgglijdo 1 cm2i 1 cm3.

Zadanie 27. Zbudowano wat o dtugosci 1 km, ktérego przekrdj jest trapezem
rownoramiennym o podstawach dtugosci 6 m i 2 m oraz kgcie nachylenia
ramienia do dtuzszej podstawy o mierze 52°0. Oblicz objetos¢ ziemi, z jakiej

zZbudowano ten wat. Wynik zaokrgglij do T ms.

Zadanie 28. Podstawqg graniastostupa prostego jest rownolegtobok o bokach
dtugosci 5 4 oraz kgcie ostrym o mierze 60°. WysokosSC h graniastostupa ma
dtugosc¢ rowng 3. Narysuj siatke tego graniastostupa i oblicz jego pole

powierzchni catkowite;.

Zadanie 29. W graniastostupie pochytym wszystkie krawedzie majg takg samqg
dtugosé. Objetos¢ graniastostupa jest rowna 108+/3, a jego wysokosé ma
dtugosc¢ 3v/3. W podstawie tego graniastostupa jest kwadrat i dwie
przeciwlegte sciany boczne nachylone sq do ptaszczyzny podstawy pod
kgtem a.

a) Oblicz miare kata a.

b) Podaij, jakimi czworokgtami sg Sciany boczne tego graniastostupa.

Zadanie 30. Objeto$¢ graniastostupa pochytego jest rowna 32+/2, a jego
wysoko$¢ ma dtugosé 2+/2. Wiedzqgc, ze jego podstawq jest kwadrat i dwie
Sciany boczne sg kwadratami, oblicz miare kgta nachylenia krawedzi bocznej

tego graniastostupa do ptaszczyzny podstawy.
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Temat: POWTORZENIE WIADOMOSCI - GRANIASTOSLUPY

Sprawdz, czy juz umiesz:

v wyznaczac liczbe krawedszi, Scian i wierzchotkdw graniastostupa majgc
podang jednq z nich lub nazwe graniastostupa

v’ rozpoznawac graniastostupy prawidtowe

v’ rozpoznawac w graniastostupach kgty miedzy odcinkami (np.
krawedziami, krawedziami i przekgtnymi) i oblicza¢ miary tych kgtow

v rozpoznawac w graniastostupach kgty miedzy odcinkami i
ptaszczyznami (np. miedzy krawedziami i scianami, przekgtnymi i
Scianami) i oblicza¢ miary tych kgtow

v stosowac frygonometrie do obliczeh dtugosci odcinkdw, miar kgtéow,

POl powierzchni i objetosci graniastostupow.

LADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. Pole powierzchni catkowitej szescianu jest rowne 54. Objetosc
tego szescianu jest rowna:

A.27 B. 81 C. 243 D. 729
Zadanie 2. Przekgtna szescianu ma dtugosc¢ 3. Objetos¢ tego szesScianu jest

rowna:

D,#

A. 27 B.34/3 C. 3

Zadanie 3. Stosunek dtugosci krawedzi prostopadtoscianu jest rowny 2:3:4.
Pole powierzchni prostopadtoscianu wynosi:
A. 4cm B.2cm C.1lcm D.0,5cm
Zadanie 4. Objetosé szescianu jest réwna 2+/2 . Pole powierzchni tego
szeScianu wynosi:
A. 2 B. 12 C. 162 D. 24
Zadanie 5. Krawedz? podstawy graniastostupa prawidtowego czworokgtnego
ma dtugosc 4. Przekgtna graniastostupa tworzy z podstawg kgt o mierze
45 ° Wskaz objeto$¢ graniastostupa.
A. 64 B. 642 C. 128 D. 482
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Zadanie é. Pewien wieloscian ma 15 krawedzi i 10 wierzchotkdw. Liczba jego
Scian jest rowna:

A.S5 B.7 C.10 D.17

Zadanie 7. Graniastostup ma 36 krawedzi. Podstawqg graniastostupa jest:

A. szesnastokgt  B. dwudziestokgt C. dziesieciokgt  D. dwunastokgt

Zadanie 8. Podstawqg graniastostupa prostego jest romb o obwodzie 20cm.
Wysokos$¢ graniastostupa jest rowna 10cm. Suma dtugosci krawedzi tego
graniastostupa jest rowna:

A. 60cm B. 40cm C.80cm D. 120cm

Zadanie 9. Dany jest graniastostup prawidtowy czworokgtny o wysokosci h = 4
i przekgtnej podstawy d = 4. Przekgtna Sciany bocznej tego graniastostupa

jest nachylona do podstawy pod kagtem « , takim ze:

A. tga:% B. tga:\/E C. tgazg D. tgazg

Zadanie 10. Przekgtna szescianu o krawedzi a ma dtugosc:

A. 20 B. 3a C.a+3 D. a2

Zadanie 11. Podstawa prostopadtoscianu jest kwadratem o polu 9. Objetosc
prostopadtoscianu jest rowna 45. Przekgtna sciany bocznej

prostopadtoscianu tworzy z podstawq prostopadtoécianu kgt « , taki ze:

A. t90!=§ B. tgoz:§ C. tga=@ D. tgazﬂ
3 5 34 34

Zadanie 12. Przekgtna $ciany szescianu ma dtugos¢ 4. Powierzchnia

catkowita tego szescianu jest rowna:

A. 192 B. 962 C. 48 D. 242

Zadanie 13. Suma dtugosci wszystkich krawedzi szescianu jest rowna 60. Suma
pol wszystkich scian tego szescianu jest rowna:
A. 125 B. 600 C. 150 D. 900
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Zadaniel4. Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego czworokgtnego
ma dtugosc J6 . Przekgtna tego graniastostupa tworzy z ptaszczyzna
podstawy kgt o mierze 60 ° . Wysokos¢ tego graniastostupa ma dtugosc:

A.3 B.2+/3 C.342 D. 6

Zadanie 15. Przekgtna sciany szeScianu ma dtugosc 6. Przekgtna tego

szeScianu ma dtugosc:

A. 22 B.2+/3 C.26 D. 4/6

Zadanie 16. Przekgtna prostopadtoscianu o wymiarach 3 x 4 x 5 ma dtugosc:

A. 245 B.2+/3 C.542 D. 215

Zadanie 17. Suma dtugosci wszystkich krawedzi szescianu jest rowna 24.
Objetosc¢ tego szescianu jest rowna:
A. 64 B. 27 C.24 D.8

Zadanie 18. Przekgtna szeScianu ma dtugosc¢ 3. Pole powierzchni catkowitej
szescianu jest rowne:
A. 54 B. 36 C.18 D. 12

ZADANIA OTWARTE

Zadanie 1. W graniastostupie prawidtowym szesciokgtnym wszystkie
krawedzie majg dtugosc 4 cm.

a) Oblicz dtugosc najkrotszej przekgtnej tego graniastostupa.

b) Oblicz tangens kgta, jaki tworzy najkrotsza przekgtna tego graniastostupa z

najkrotszg przekgtng jego podstawy.

Zadanie 2. W graniastostupie prawidtowym szesciokgtnym wszystkie
krawedzie majg dtugosc 10. Oblicz miare kgta nachylenia krotszej przekgtnej
a nastepnie dtuzszej przekgtnej graniastostupa do ptaszczyzny jego

podstawy.
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Zadanie 3. Dtugosci krawedzi prostopadtoscianu sg kolejnymi liczbami

naturalnymi. Przekgtna prostopadto$cianu ma dtugo$é 5v2 cm.

a) Oblicz dtugosci krawedzi prostopadtoscianu.

b) Oblicz miare kgta nachylenia przekgtnej prostopadtoscianu do sciany o

najmniejszym polu.

Zadanie 4. Podstawq graniastostupa prostego jest rownolegtobok, ktérego

przekgtne majg dtugosci 4 i 8. Przekgtne te przecinagjq sie pod kgtem o mierze

a. Krotsza przekgtna tego graniastostupa tworzy z jego ptaszczyzng podstawy

kgt o mierze P.

a) Wyraz objetos¢ V tego graniastostupa w zaleznosci od funkcii

trygonomeftrycznych kgtéw ai B.

b) Oblicz objetos¢ V graniastostupa, gdy a =700 i p = 40°. Wynik podaqj z

doktadnoscig do 0,01.

BAZA ZADAN

1. Na rysunku przedstawiono siatke szescianu. Ktéry z po- .

nizszych szesciandw mozesz otrzymac, sktadajac te siatke?

A B C D

®0e0
eoe

2. W szescianie ABCDEFGH potaczono srodki krawedzi
AD 1 HD 7 przekatng BG $ciany BCGF i otrzymano czwo-
rokat KBGL (rysunek obok). Czworokat KBGL jest:

A) réwnolegtobokiem, B) deltoidem,

C) trapezem prostokgtnym,

D) trapezem rownoramiennym, ktory nie jest rownolegtobokiem.

B G
5 o
1D .
L A &
K/
/l B
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7 cm
4 cm

3. Objetos¢ graniastostupa prostego przedstawionego na y
rysunku jest rowna:
A) 330 cm’?, B) 350+/5 cm”, @I
C) 660 cm’, D) 7005 cm’. v |
i oem

4. Napetnianie naczynia w ksztalcie prostopadtoscianu

2 . . - "f)

o wymiarach a x b x ¢ trwa | godzing 1 15 minut. Czas Ef
A — ph—

-
2
n

potrzebny do napetnienia naczynia w ksztalcie prostopa-
dtoscianu o wymiarach 2a x 2h X 2¢ to: ‘

A) 2 godziny 1 30 minut, B) 5 godzin, 5
C) 10 godzin, D) 20 godzin. h 2b

5. W prostopadtoscianie przekatna d jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod ka-
tem 30°. Zatem wysoko$¢ tego prostopadtoscianu ma dtugos¢ rowna:

3 2
A) £d, B) [“—d, o Lla D) La
2 2 2 3

6. Na rysunku podano wymiary graniastostupa prostego
trojkatnego. Zatem jego objetos¢ jest rowna:

A) 7 3747, B) 2° 3’7,
C) 380, D) 2%:3%:14.
Dy G
7. Na rysunku przedstawiony jest szescian o krawedzi a. i /ol
3 I "\ Bl
Czy o =60°? ! \
Di-H--)C
Wybierz odpowiedz T (tak) lub N (nie) i jej odpowiednie A ot = \‘ B
uzasadnienie sposréd A i B.
|AD,|= a2, |BD||=a3 i |«D,AB|=90°, wigc
T Al a2 6
sing = =—.
poniewaz a3 3
1 N2
N B | |4B|=a, |AD||=av2 i |« D,AB|=90°, wiec tga =——=="=.
| ‘ a ,I a 1’{1 ] wiec tgo 2
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8. Na rysunku przedstawiony jest graniastostup prosty. Zatem:

2
A) cosa =—, B) cosa :&—,
5 5
C) cosa =0,6, D) cosa =0,8.

9. W szescianie o krawedzi majacej dtugosé 3 cm wydrazono

trzy tunele o przekroju kwadratu, ktérego bok ma dtugosé 14]7 3
I ecm (rysunek obok). Zatem liczba szescianow o krawedzi 1 Q
I em wyjetych z szescianu o krawedzi 3 ¢cm jest rowna: 3
A) 6, B) 7, 0)8, D) 9. :
D, o
10. Narysunku przedstawiony jest prostopadto$cian o wy- 4 i B |1
miarach 6 x 8§ x 0. |
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest /’/L_ e ¢
prawdziwe, lub I — jesli jest falszywe. 76
Przekatna prostopadtoscianu tworzy z plaszczyzng podstawy taki kat o, ze tgor =1. | P | F
Jezeli prostopadtoscian przetnie si¢ plaszezyzng wyznaczong przez rownolegle prze- P F
katne jego podstaw, o pole otrzymanego przekroju jest réwne 100.
Przekatne prostopadtoscianu poprowadzone z wierzchotkow B i D przecinaja sie pod PlF
katem prostym.
Przekatne prostopadioscianu poprowadzone z wierzchotkdw A i B nie przecinaja sic PlF
pod katem prostym.
11. Na rysunku przedstawiono siatke bryty. B
a) Opisz te bryle. g
b) Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej bryty, ¢ @
a

wiedzgc, ze dtugosci krawedzi a i b sa odpowiednio

roéwne 8 1 3.

12. Podstawg prostopadioscianu jest kwadrat o boku majacym dlugos¢ 10. Odcinek

taczacy punkt przecigeia przekatnych jednej z podstaw z wierzchotkiem drugiej pod-

stawy prostopadtoscianu tworzy z krawedzia boczna kat 30°. Uzasadnij, ze objetosé

tego prostopadtoscianu jest liczbg wicksza niz 2'°.
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Temat: ODCINKI I KATY W OSTROStUPIE

Ostrostupem nazywamy wieloscian, ktérego jedna Sciana, zwana podstawg
ostrostupa, jest dowolnym wielokgtem, a pozostate Sciany, nazywane
Scianami bocznymi ostrostupa, sg trojkgtami o wspdlnym  wierzchotku.
Wspdlny wierzchotek Scian bocznych ostrostupa nazywamy wierzchotkiem
ostrostupa.
Rzut prostokgtny wierzchotka ostrostupa na ptaszczyzne podstawy nazywamy
spodkiem wysokosci ostrostupa.
Wysokosciq ostrostupa nazywamy odcinek tgczgcy wierzchotek ostrostupa ze
spodkiem wysokosci ostrostupa.
Ostrostup, ktérego podstawa jest n- kgtem nazywamy ostrostupem n-
kagtnym.
Ostrostup n-kgtny ma:

e n+1 wierzchotkdw

e 2n krawedzi

e n+l1 Scian.
Ostrostup nazywamy ostrostupem prawidtowym, gdy jego podstawq jest
wielokgt foremny i spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu
opisanego na podstawie.
Jezeli ostrostup jest prawidtowy, to wszystkie jego krawedzie boczne sg rowne,
wszystkie kgty nachylenia krawedzi bocznych do ptaszczyzny podstawy majg
rowne miary, wszystkie sciany boczne sq przystajgcymi fréjkgtami
rownoramiennymi.

Zadanie 1. Wskaz ostrostupy

g

Jhe B
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Zadanie 2. Uzupetnij zdania:

Ostrostup to wieloscian, ktorego jednak sciana zwana podstawq jest

dowolnym ................

Uwagal!

a pozostate sciany nazywane bocznymi sq

1. Kgtem ptaskim przy wierzchotku ostrostupa prawidtowego nazywamy

kgt miedzy ramionami trojkgta rownoramiennego bedqcego sciang

bocznqg.

2. Ostrostup prawidtowy trojkqtny, ktérego wszystkie sciany sq trojkqtami

rownobocznymi nazywamy czworoscianem foremnym

Zadanie 3. Zaznacz kgty ptaskie w ostrostupach

Zadanie 4. Uzupetnij tabele

Nazwa

Liczba scian

Liczba wierzchotkow

Liczba krawedszi

Czworoscian

Ostrostup czworokagtny

Ostrostup dziesieciokgtny

Ostrostup dwunastokgtny

22

94
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Zadanie 5. Narysuj siatke ostrostupow.

Zadanie 6. W ostrostupie wskaz lub narysuj jego wysokosc, wysokosSc sciany

bocznej, przekgtng podstawy.
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Ostrostup prawidlowy Ostrostup prawidlowy
czworokgtny trojkgtny

Zadanie 8. Zaznacz na rysunku ostrostupa
prawidtowego tréjkgtnego:
a) a - kgt nachylenia sciany bocznej do
ptaszczyzny podstawy,
b) B - kat nachylenia krawedzi bocznej do
ptaszczyzny podstawy,

c) y- kgt miedzy scianami bocznymi.

Zadanie 9. Oblicz miare kgta zaznaczonego na rysunku:

ostrostup prawidtowy
szesciokatny
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Zadanie 10. Oblicz dtugosci odcinkdw x i odcinkdw y zaznaczonych na

rysunku, wiedzqgc, ze narysowane ostrostupy sq prawidtowe:

a) ] b) A C)

X[ ‘g X
3
4
d) f e) f f) )
¥
10 ( ) :
y 10
6
b
9) h)
A ;
/’, / \ ".\ //
Q 7 S n} N\ X /
\")/ VA \ 4 .,/
S ) ie N\ 2 Yy
VY (S R B | S
N .‘" zv \

\
(E AN

Zadanie 11. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym krawedz boczna jest
dwa razy dtuzsza niz krawedz podstawy. Oblicz kosinus kgta miedzy sciang
boczng a podstawqg ostrostupa.
Zadanie 12. W prawidtowym ostrostupie czworokgtnym, dtugos¢ krawedszi
podstawy a=+/2 cm, dtugosé wysokosci ostrostupa H=3 cm. Oblicz:

a) dtugosc wysokosci Sciany bocznej,

b) dtugosc krawedzi bocznej oraz miare kgta nachylenia sciany bocznej

do ptaszczyzny podstawy.
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Zadanie 13. Wszystkie krawedzie ostrostupa prawidtowego czworokgtnego
majg dtugos¢ 2v/3. Oblicz pod jakim kgtem krawedz boczna jest nachylona
do ptaszczyzny podstawy.

Zadanie 14. Wszystkie krawedzie ostrostupa prawidtowego czworokgtnego
majq dtugos¢ 5v2. Oblicz pod jakim kgtem krawedz boczna jest nachylona
do krawedzi podstawy.

Zadanie 15. Dtugos¢ wysokosci ostrostupa prawidtowego trojkgtnego jest
rowna dtugosci krawedzi podstawy. Wyznacz miare kgta miedzy krawedzig
boczng a ptaszczyzng podstawy ostrostupa.

Zadanie 16. Dtugos¢ wysokosci ostrostupa prawidtowego czworokgtnego jest
rowna dtugosci krawedzi podstawy. Wyznacz sinus kgta oraz miare kgta
nachylenia sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy ostrostupa.

Zadanie 17. Sciana boczna ostrostupa prawidtowego szeéciokgtnego jest
nachylona do podstawy pod kgtem 45°. Krawedz podstawy ma dtugos$é 5+/3.

Oblicz wysokos¢ tego ostrostupa.

LADANIA ZAMKNIETE

Zadaniel. Ostrostup ma 7 wierzchotkow. Liczba jego Scian jest rowna:

A. 6 B. 7 C. 11 D.12
Zadanie 2. Ostrostup ma 8 wierzchotkow. Liczba jego Scian jest rowna:

A. 6 B.7 C. 8 D.12
Zadanie 3. Ostrostup ma 10 wierzchotkow. Liczba jego Scian jest rowna:

A. 8 B. 9 C.10 D. 6
Zadanie 4. Ostrostup, ktory ma 12 krawedzi, ma:

A. 6scian B. 7 Scian C. 85scian D. 9 scian
Zadanie 5. Jedli ostrostup ma 50 krawedzi, to liczba jego Scian jest rowna:

A. 50 B. 26 C. 25 D. 22
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Temat: PRZEKROJE OSTROSLUPA

Przyktady przekrojow ostrostupow

AN
AN\
AN
y/ N\
/ N\
/ \
//)v
/"
/
/
/
r/.
/ /
/

Zadanie 1. Dany jest ostrostup prawidtowy frojkginy, w ktérym dtugosc

krawedzi podstawy a =8 cm oraz dtugosc¢ krawedzi bocznej k = 16 cm.

a) Narysuj ten ostrostup (rzut rownolegty) tak, aby przekrdj ptaszczyzng
zawierajgcg krawedz boczng i jedng z wysokosci podstawy byt
naturalnej wielkosci.

b) Oblicz pole tego przekroju.

Zadanie 2. Dany jest ostrostup prawidtowy czworokgtny, w ktérym dtugosc
krawedzi podstawy a = 9 cm oraz dtugos¢ krawedzi bocznej k = 18 cm.

a) Narysuj ten ostrostup (rzut rownolegty) tak, aby przekrdj przekagtny
(ptaszczyzng zawierajgcg wysokosc ostrostupa) byt naturalnej wielkosci.

b) Oblicz pole tego przekroju.

Zadanie 3. Ostrostup prawidtowy czworokgtny o krawedzi podstawy 6cm
przecieto ptaszczyzng prostopadtg do wysokosci ostrostupa poprowadzong
w potowie wysokosci. Oblicz pole ofrzymanego przekroju. Wysokosé
ostrostupa wynosi 10cm.

Zadanie 4. Krawedz? podstawy ostrostupa prawidtowego tréojkgtnego ma
dtugosc 1, a krawedz boczna ma dtugosc¢ 2. Oblicz pole przekroju tego
ostrostupa ptaszczyzng przechodzgcg przez krawedz podstawy i prostopadtg
do krawedzi bocznej.

Zadanie 5. Krawedz boczna ostrostupa prawidtowego trojkgtnego ma
dtugosc 6, a krawedz podstawy 4. Jaki obwdd ma przekrdj tego ostrostupa
zawierajgcy wysokos¢ podstawy i przechodzqgcy przez srodek krawedzi

bocznej?
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Zadanie 4. Oblicz pole przekroju czworoscianu foremnego o krawedzi
dtugosci 12cm, ptaszczyzng przechodzgcq przez krawedz boczng tego

czworoscianu i wysokos¢ podstawy.

Temat: POLE POWIERZCHNI I OBJETOSC OSTROSLUPA

Sume wszystkich Scian bocznych ostrostupa nazywamy powierzchniqg boczng
graniastostupa. Sume powierzchni bocznej i podstawy ostrostupa nazywamy

powierzchniqg catkowitqg ostrostupa.

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa o polu podstawy Py i polu powierzchni

bocznej Py jest rowne:

P.=P,+P,
Objetos¢ ostrostupa o polu podstawy Py i wysokosci H jest rowna
1
V= §Pp -H

Czworoscian foremny
Czworoscianem foremnym nazywamy ostrostup prawidtowy fréjkginy,

ktorego wszystkie sciany sqg frojkgtami rownobocznymi.

H - wysoko$¢ czworoscianu,
a - krawedz czworoscianu
P.=a?*/3

a3
12

V= H

Zadanie 1. Oblicz pole powierzchni catkowitej czworoscianu foremnego o
boku dtugosci 5.

Zadanie 2. Oblicz objetos¢ czworoscianu foremnego o boku dtugosci 1.
Zadanie 3. Pole powierzchni czworoscianu foremnego jest rowne 93 dmz.
Oblicz dtugos¢ krawedzi tego czworoscianu.

Zadanie 4. Pole powierzchni czworoécianu foremnego jest rwne 16v/3cm?.
Oblicz jego objetosc.

Zadanie 5. Wyznacz objeto$¢ czworoscianu foremnego o wysokosci sciany

bocznej 5v/3.
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Zadanie 6. Stosunek dtugosci krawedzi dwdch czworosciandw foremnych jest
rowny 1 : 3. Oblicz stosunek powierzchni oraz stosunek objetosci czworoscianu
O mniejszych wymiarach do czworoscianu o wymiarach wiekszych.

Zadanie 7. Objetosc Vi i V2 wieloSciandw podobnych sg odpowiednio rowne:
512 cm3i216 cms3. Jaka jest skala podobienstwa tych wieloscianéw?

Zadanie 8. Wszystkie krawedzie ostrostupa prawidtowego czworokgtnego
majq dtugosc 2. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Zadanie 9. W ostrostupie prawidtowym czworokgthym wszystkie krawedzie sq
rowne. Suma ich dtugosci wynosi 16m. Oblicz objetos¢ i pole catkowite tego
ostrostupa.

Zadanie 10. Przekgtna podstawy ostrostupa prawidtowego czworokgtnego
ma dtugo$é 10v2. Kgt nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy
ma miare 60°. Oblicz objetos¢ ostrostupa.

Zadanie 11. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym wysokosc¢ sciany
bocznej ma dtugosc h = 8 cm, a krawedz boczna ma dtugosc [ = 10 cm.
Oblicz pole powierzchni tego ostrostupa.

Zadanie 12. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym przeciwlegte
krawedzie boczne sqg prostopadte, a wysokos¢ sciany bocznej
poprowadzona z wierzchotka ostrostupa ma dtugosc 33 . Oblicz objetosc i
pole powierzchni bocznej tego ostrostupa

Zadanie 13. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym kgt nachylenia Sciany

bocznej do ptaszczyzny podstawy ma miare « =60°, a krawedz podstawy

ma dtugosc a =123 cm. Oblicz objetosc i pole powierzchni tego ostrostupa.
Zadanie 14. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym wysoko$¢ sciany
bocznej jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod kgtem 30°. Wysokosé
ostrostupa wynosi 8. Oblicz objetosc¢ i powierzchnie catkowitg ostrostupa.
Zadanie 15. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym przekgtna podstawy
wynosi 6v2, a wysoko$¢ sciany bocznej 4. Oblicz objetos$é, pole powierzchni
catkowitej i sume wszystkich krawedzi ostrostupa.

Zadanie 14. Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidtowego czworokgtnego, w
ktorym wysoko$¢ ma dtugosc 8cm, a krawedz boczna jest nachylona do

ptaszczyzny podstawy pod kagtem 600.

126



Zadanie 17. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym ABCDS, trojkagt ACS
jest rwnoboczny o polu rdwnym 36+/3. Oblicz pole powierzchni bocznej i
objetos¢ tego ostrostupa.

Zadanie 18. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym ABCDS o podstawie
ABCD, trojkgt ASC jest prostokgtny, w ktérym | AS | =4. Oblicz:

a) pole powierzchni bocznej tego ostrostupa

b) objetosc

c) cosinus kgta nachylenia sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy (zréb

rysunek i zaznacz na nim ten kat)
Zadanie 19. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym ABCDS, o podstawie
ABCD, pole tréjkagta rownoramiennego ACS wynosi 96, a stosunek dtugosci
odcinkéw | AC|:]S.C|=12:10. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetose
tego ostrostupa.
Zadanie 20. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym wysokos¢ ma dtugosc
442, a krawedz podstawy 8. Oblicz:

a) dtugosc¢ wysokosci sciany bocznej, ktorej jednym koncem jest

wierzchotek ostrostupa,

b) miare kgta nachylenia sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy.
Zadanie 21. Podstawq ostrostupa jest kwadrat, ktérego bok ma dtugosc 6.
Jedna z krawedzi bocznych jest prostopadta do podstawy, a przeciwlegta jej
krawedz jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60e.

a) Oblicz dtugosci wszystkich krawedzi bocznych tego ostrostupa.

) Okresl jakim trojkgtem jest trojkagt SBC, a jakim SDC.

Zadanie 22. Ostrostup prawidtowy czworokgtny przecieto ptaszczyzng
zawierajgcg wysokos$¢ ostrostupa i symetralng jego podstawy. Przekrdj ma
pole 25m?. Oblicz objetos¢ ostrostupa, jesli jego pole podstawy wynosi 6,25m2.
Zadanie 23. Podstawq ostrostupa jest prostokgt o wymiarach 8 cmi é cm.
Kazda krawedz boczna tworzy z ptaszczyzng podstawy kgt o mierze 550.
Oblicz objetos$¢ ostrostupa. Wynik zaokrgglij do 0,01 cms.

Zadanie 24. Podstawq ostrostupa prawidtowego jest kwadrat, ktérego
przekgtna ma dtugo$¢ 10v2 cm. Wysokos$¢ éciany bocznej ostrostupa jest

nachylona do ptaszczyzny podstawy pod kgtem o mierze 65°. Oblicz pole
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powierzchni catkowitej i objetos¢ tego ostrostupa. Wyniki zaokrgglij do dwdch
miejsc po przecinku.

Zadanie 25. Dany jest ostrostup prawidtowy czworokgtny, ktérego objetosc
wynosi 18. Sciana boczna jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod
kgtem, ktérego tangens jest rowny 4. Oblicz wysokos¢ tego ostrostupa.
Zadanie 26. Krawedz boczna ostrostupa prawidtowego trojkgtnego jest dwa
razy dtuzsza od krawedzi jego podstawy rownej 4cm. Oblicz objetose
ostrostupa.

Zadanie 27. Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidtowego trojkgtnego, ktérego
pole podstawy jest rowne 6v/3, a wysoko$¢ ostrostupa jest dwa razy wieksza
od dtugosci krawedzi podstawy.

Zadanie 28. Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego frojkgthego ma
dtugosc V3. Krawed? boczna ostrostupa jest dwukrotnie dtuzsza od
wysokosci podstawy. Oblicz objetos¢ ostrostupa.

Zadanie 29. Krawedz boczna ostrostupa prawidtowego trojkgtnego jest dwa
razy dtuzsza od krawedszi jego podstawy rownej 3 cm. Oblicz pole powierzchni
catkowitej i objetos¢ ostrostupa.

Zadanie 30. Oblicz objetosc i pole powierzchni bocznej ostrostupa
prawidtowego trojkgtnego o krawedzi podstawy 12 i wysokosci bocznej 20.
Zadanie 31. Oblicz objetos$¢ ostrostupa prawidtowego szesciokgtnego o boku
podstawy 3 cm i wysokosci 4 cm.

Zadanie 32. Sciana boczna ostrostupa prawidtowego szeéciokgtnego jest
nachylona do podstawy pod kgtem 45°. Krawedz podstawy ma dtugos$é 5+/3.
Oblicz wysokosc¢ tego ostrostupa.

Zadanie 33. Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego szesciokgtnego
Wynosi 42cm, a jego wysokosc¢ 252cm. Od tego ostrostupa odcieto mniejszy
ostrostup ptaszczyzng przechodzgcq prostopadle do jego wysokosci h w

odlegtosci % h od wierzchotka. Oblicz objetos¢ i obwdd podstawy mniejszego

ostrostupa.
Zadanie 34.Wysoko$¢ ostrostupa jest rowna 10. Podstawq ostrostupa jest

deltoid o przekgtnych rownych 3 i 8. Oblicz objeto$¢ tego ostrostupa.
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Temat: POWTORZENIE WIADOMOSCI - OSTROSLUPY

Sprawdz, czy juz umiesz:

v wyznaczac liczbe krawedzi, scian i wierzchotkdéw ostrostupa majgc
podang jednqg z nich lub nazwe ostrostupa

v' rozpoznawac ostrostupy prawidtowe

v rozpoznawac w ostrostupach kgty miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekgtnymi) i oblicza¢ miary tych kgtow

v rozpoznawac w ostrostupach kagty miedzy odcinkami i ptaszczyznami
(np. miedzy krawedziami i Scianami, przekgtnymi i sScianami) i obliczac
miary tych kgtow

v stosowac trygonometrie do obliczen dtugosci odcinkdw, miar kgtow,

POl powierzchni i objetosci ostrostupa.

LADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. Wysoko$¢ ostrostupa prawidtowego czworokgtnego ma dtugosée

2. Sciana boczna ostrostupa tworzy z podstawqg kgt « , takize tga = % Pole

podstawy ostrostupa jest rowne:

A. 72 B. 36 C. 144 D. %

Zadanie 2. Na wykonanie szkieletowego modelu czworoscianu foremnego
zuzyto w catosci kawatek drutu o dtugosci 24cm. Krawedz czworoscianu ma
dtugosc:

A. 3cm B. 4cm C. 6cm D.8cm

Zadanie 3. Wysoko$¢ czworoscianu foremnego o krawedzi a wyraza sie

a6

wzorem 3 Pole powierzchni catkowitej czworoscianu foremnego o

wysokosci 24/6 jest zatem réwne:

A.94/3 B. 36+/3 C.124/3 D. /3
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Zadanie 4. Podstawq ostrostupa jest kwadrat ABCD, za$ krawedz boczna SD
jest jego wysokoscig. Wowczas:

A. doktadnie jedna Sciana jest trojkgtem prostokgtnym

B. doktadnie dwie Sciany sq trojkgtami prostokgtnymi

C. doktadnie tfrzy Sciany sq trojkgtami prostokgtnymi

D. doktadnie cztery sciany sg trojkgtami prostokgtnymi
Zadanie 5. Wysokos¢ ostrostupa jest rowna 8. Podstawq ostrostupa jest romb
o przekgtnych rownych é i 4. Objetos$¢ tego ostrostupa jest rowna:
A. 16 B. 48 C.96 D. 32
Zadanie 6. W ostrostupie prawidtowym fréjkgtnym sciana boczna jest
nachylona do ptaszczyzny podstawy pod kgtem 60 ° . Krawedz podstawy ma
dtugosc¢ a = 6, zatem wysokosC ostrostupa jest rowna:
A.3 B. 1 C.6 D.2
Zadanie 7. Dany jest ostrostup prawidtowy frojkginy o wszystkich krawedziach

rownych 12. Wysokos$¢ tego ostrostupa jest rowna:

A. 46 B. J/6 C.8+3 D. 43

Zadanie 8. Dany jest ostrostup prawidtowy czworokgtny. Przekgtna podstawy
tego ostrostupa jest rowna 4, a wysokosc 6. Objetos¢ ostrostupa jest rowna:
A. 16 B. 32 C. 48 D. 192

Zadanie 9. Dany jest ostrostup prawidtowy czworokgtny o wszystkich

krawedziach réwnych 8. Powierzchnia boczna tego ostrostupa jest rowna:

A. 43 B. 64+/3 C.3243 D.16+/3

Zadanie 10. Ostrostup, ktéry ma 12 krawedzi, ma :

A. 6 scian B. 7 $cian C. 8 scian D. 9 scian

Zadanie 11. Pewien ostrostup ma 70 wierzchotkoéw. Liczba krawedzi fego
ostrostupa jest rowna:

A. 138 B. 140 C. 69 D. 70.
Zadanie 12. Wszystkie krawedzie ostrostupa prawidtowego czworokgtnego
majg jednakowq dtugosc 1. Objetosc ostrostupa wynosi:

V2 5 V2
C 2

A Y2 C.0, 236 D. L.
6 3
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Zadanie 13. Ostrostup, ktéry ma é krawedzi, ma:

A. 8 wierzchotkow B. 6 wierzchotkow C. 5 wierzchotkdwD. 4 wierzchotki.
Zadanie 14. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym o wysokosci 9
przekgtna podstawy ma dtugosc 6. Objetos¢ tego ostrostupa jest rowna:

A. 272 B. 48 C.36V2 D. 54

Zadanie 15. Sciana boczna ostrostupa prawidtowego czworokgtnego o
krawedzi podstawy dtugosci a = 6cm tworzy z ptaszczyzng podstawy kgt 60 °.
Wysoko$c¢ ostrostupa ma dtugosc:

A. f3cm B. 3+/3cm C. 24/3cm D. 9cm.

Zadanie 16. Dany jest ostrostup prawidtowy trojkatny o krawedzi podstawy 4 i
wysokosci 12. Objetos¢ tego ostrostupa wynosi:

A. 1643 B. 32+/3 C. 4843 D. 443

Zadanie 17. W ostrostupie prawidtowym trojkgtnym krawedz boczna jest
nachylona do ptaszczyzny podstawy pod kgtem 45°, a wysokosSc bryty jest
rowna 4cm. WysokosC podstawy tego ostrostupa jest rowna:

A. 4cm B. 6cm C.12cm D. 442 cm.
Zadanie 18. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym dtugos¢ wysokosci

H = 5. Miara kagta, jaki tworzy krawedz boczna tego ostrostupa z ptaszczyzna

podstawy, jest rowna 45 ° . Pole podstawy ostrostupa wynosi:

A. 10 B. 25 C. 50 D. 50/5

ZADANIA OTWARTE

Zadanie 1. Oblicz pole powierzchni catkowite] ostrostupa prawidtowego
trojkgtnego, ktdérego sciany boczne sqg trojkgtami prostokgtnymi, a krawedz
podstawy ma dtugosc 4 cm.

Zadanie 2. Oblicz pole powierzchni catkowitej czworoscianu foremnego,
ktorego krawedz podstawy ma dtugosc 5 cm.

Zadani 3. Oblicz sume dtugosci wszystkich krawedzi czworoscianu foremnego,
ktérego pole powierzchni catkowitej jest rdwne 49+/3.

Zadanie 4. W ostrostupie czworokgtnym prawidtowym krawedz podstawy ma
dtugosc 6, a kat ptaski 60 stopni. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego

ostrostupa.
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BAZA ZADAN - OSTROStUPY

1. W ostroslupie prawidtowym tréjkatnym diugos¢ wyso-
kosci jest rowna dlugosci wysokoscei jego podstawy. Za-
tem krawedz boczna tego ostrostupa jest nachylona do A
plaszczyzny podstawy pod katem o mierze «, takim ze: B

3

Tz‘s

B!

o
A) tga =1, B) tga =-§, O) tga = D) tga =2.

2. Kat ¢ zaznaczony na rysunku jest katem:
A) nachylenia wysokosci sciany bocznej do krawedzi
bocznej.
B) nachylenia $ciany bocznej do plaszczyzny podstawy, c
C) nachylenia sciany bocznej do sasiedniej Sciany bocznej,
D) nachylenia krawedzi bocznej do plaszezyzny podstawy. 4 B

3. Ostrostup ma 24 krawedzie. Jego podstawa jest:
A) osmiokat, B) dziesieciokat, C) dwunastokat, D) czternastokat.

4. Na rysunku podano wybrane wymiary ostrostupa pra-
widlowego. Zatem jego objetos¢ jest rowna:

;
A) 170;. B) 1702,

C) 6545, D)512.

5. W ostroslupic prawidlowym czworokatnym ABCDS
Sciana boczna jest nachylona do plaszczyzny podstawy
pod katem «, takim ze cosa = 0,6. Jezeli wysokos$¢ SE
sciany bocznej ma dlugosc 10, to pole powierzchni bocz-
nej tego ostrostupa jest rowne:

A) 120, B)240, C)360, D)480.

6. W ostrostupie prawidlowym szesciokatnym krawedz
boczna jest dwa razy dluzsza od krawedzi podstawy.

Ocen prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe,
lub F — jesli jest falszywe.

Krawedz boczna ostrostupa jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod
katem 60°.
Stosunck dlugosci wysokosci ostrostupa do krawedzi jego podstawy jest
rowny V3.
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7. Czy objetos¢ ostrostupa prawidtowego trojkatnego o wy- &)
miarach przedstawionych na rysunku jest rowna 14432 43
a
Wybierz odpowied? T (tak) lub N (nie) i jej odpowiednie uzasad-

nienie sposrod A i B.

tg60°=4\/;, skad h=4 1 L a\/_‘4\/§ skad a=12,
h 3
T A )
1 12243
wiec V=~ 1 4.
—— poniewaz 7
. 2
tg60°:—h—, skad h=12 1 — 8 =43, skad a=12,
N . 443 3 2
wigc V =—- 12“'\/312.
3 4
8. Podstawg ostrostupa ABCDS jest kwadrat. Sciana bocz- Ky

a) objetos¢ V ostrostupa,

na ADS jest prostopadia do plaszczyzny podstawy oraz
|AB|=12 i |4S|=|SD|=10. Oblicz: C

b) pole P, powierzchni bocznej ostrostupa.

9. Na rysunku przedstawiona jest siatka ostrostupa o podstawie
trojkatnej. Dwie $ciany tego ostrostupa sg prostopadte do jego

podstawy. Oblicz: )
a) dhugosé wysokosci tej $ciany bocznej ostrostupa, ktora nie q £ ) 5
jest prostopadta do ptaszczyzny podstawy, ; Y

b) cosinus kata nachylenia tej $ciany bocznej, ktora nie zawie-

ra wysokosci ostrostupa do ptaszczyzny jego podstawy.

10. Stosunek dhugosci wysokosei $ciany bocznej ostrostupa prawidtowego czworo-

katnego do dlugosci krawedzi podstawy jest rowny ’s Wykaz, ze pole powierzchni

catkowitej tego ostrostupa jest cztery razy wicksze od pola jego podstawy.

11. Oblicz objetos¢ czworoscianu foremnego, gdy dana jest dtugosc jego
kraowedzi a= V2 cm.
12. Oblicz pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego

czworokgtnego, w ktérym krawedz podstawy ma dtugos$¢ écm i wysokose

é6cm.
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13. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym wysoko$é ma diugosc 4v/2, a
krawedz podstawy 8. Oblicz:
a) dtugosc krawedzi bocznej,
b) miare kgta zawartego pomiedzy wysokoscig ostrostupa a krawedzig
boczng,
c) miare kgta zawartego pomiedzy dwiema krawedziami bocznymi;

rozwaz dwa przypadki.

Temat: WALEC, JEGO POLE POWIERZCHNI I OBJETOSC

Walec obrotowy (walec) jest brytg obrotowq powstatg przez obrdt prostokgta

wokot prostej zawierajgcej jeden bok (0§ walcal).

M

S

/,,...-—-—'——'—---..
Q)
Podstawqg walca nazywamy kazde z két powstatych przez obrot bokdw
prostopadtych do osi obrotu.

Wysokosciq walca nazywamy dowolny odcinek o kohcach nalezgcych do
podstaw walca i prostopadty do tych podstaw.

Powierzchnig boczng walca nazywamy powierzchnie obrotowq powstatg
przez obrét boku prostokgta rownolegtego do osi obrotu i roztgcznego z osig

obroftu.

Powierzchnia boczna walca o promieniu podstawy ri wysokosci h.

27T
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Tworzgcq walca nazywamy kazdy odcinek zawarty w powierzchni bocznej
walca o koncach nalezgcych do jego podstaw.
Przekrojem osiowym walca nazywamy czes¢ wspolng walca i ptaszczyzny

zawierajgcej o walca.

a

a — kqt nachylenia przekgtnej przekroju osiowego walca do ptaszczyzny podstawy

d — przekatna przekroju osiowego walca

Jezeli promien podstawy walca wynosi r, wysokos¢ h, to:

Pole powierzchni bocznej walca P, = 2nrh
Pole powierzchni catkowitej walca P. =2nr(r + h)
Objetos¢ walca V =nr?h

Zadanie 1. Prostokgt o bokach 3i 4 obraca sie raz dookota krotszego, a drugi
raz dookota dtuzszego boku. Oblicz stosunek objetosci otrzymanych bryt.
Zadanie 2. Prostokgt o boku dtugosci 6 cm i przekgtnej dtugosci 10 cm,
obraca sie dookota dtuzszego boku. Oblicz pole powierzchni i objetos¢
otrzymanej bryty.

Zadanie 3. Puszka w ksztatcie walca ma wysokos$¢ 9 cm i srednice podstawy é
cm. Oblicz objetos¢ tej puszki z doktadnosciq do 1em? (przyjmij T = 3,14).
Zadanie 4. Przekrdj osiowy walca jest kwadratem o boku 12+/2. Oblicz
objetosc walca.

Zadanie 5. Kawatek blachy w ksztatcie prostokgta o bokach 12z i 2v2
zwinieto w walec wzdtuz krétszego boku. Oblicz objetos¢ powstatego walca.
Zadanie 6. Z walca o promieniu podstawy 10 cm i wysokosci 8 cm wycieto
centralnie walec o promieniu podstawy 6 cm i wysokosci 8 cm. Oblicz
objetos¢ pozostatej czesci.

Zadanie 7. Oblicz pole powierzchni bocznej walca, jezeli srednica podstawy i

wysokos$¢ tego walca sg przystajgce i wynoszq é.
135



Zadanie 8. Przekrdj osiowy walca jest kwadratem. Oblicz kgt nachylenia
przekgtnej przekroju osiowego walca do ptaszczyzny podstawy walca.
Zadanie 9. Przekgtna przekroju osiowego walca ma dtugosce 4 i jest
nachylona do ptaszczyzny podstawy pod kgtem 30°. Oblicz promien
podstawy i wysokos$¢ walca.

Zadanie 10. O ile procent zmieni sie objetos¢ walca, jezeli jego wysokosSc
zmniejszymy o potowe, a promien podstawy zwiekszymy dwukrotnie?
Zadanie 11. Jakqg objetos¢ ma naczynie w ksztatcie walca, ktérego pole
powierzchni bocznej jest rowne 16m i ktérego przekrojem osiowym jest
kwadrat?

Zadanie 12. Obwod postawy walca wynosi 30m cm, zas przekgtna przekroju
osiowego tworzy z podstawqg kgt o mierze 60°. Oblicz pole powierzchni

catkowitej walca.
Zadanie 13. Objetos¢ walca wynosi 5n—4 Oblicz pole powierzchni bocznej tego

walca wiedzqgc, ze po rozwinieciu jest ona kwadratem.

Zadanie 14. Przekgtna przekroju osiowego walca jest nachylona do podstawy
walca pod kgtem «a, takim, ze tga = § Promien podstawy ma dtugosc 24.

Wyznacz pole powierzchni bocznej tego walca.
Zadanie 15. Przekrdj osiowy walca jest prostokgtem, w ktérym bok
odpowiadajgcy wysokosci walca jest dwa razy wiekszy od drugiego boku
prostokgta.
a) Oblicz stosunek pola powierzchni bocznej walca do pola jego
podstawy
b) Wyznacz sinus nachylenia przekgtnej przekroju osiowego walca do
ptaszczyzny jego podstawy.
Zadanie 16. Tworzgca walca ma dtugosc | =20 cm. Oblicz obwdd podstawy
walca, jesli przekgtna przekroju osiowego ma dtugosc d = 20 cm.
Zadanie 17. Przekrdj osiowy walca jest prostokgtem o podstawie dtugosci
8cm i przekgtnej dtugosci 10 cm. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni
catkowitej walca.

Zadanie 18. Przekrdj osiowy walca jest kwadratem, ktérego przekgtna ma
dtugos$é 442 . Oblicz dtugosé promienia walca.
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Zadanie 19. Oblicz objetos¢ walca, jezeli jego pole powierzchni catkowite]

wynosi 69,37 cm2, a promien podstawy ma dtugos$c 35 mm.

Zadanie 20. Jakie bryty nazywamy brytami obrotowymi. Oblicz pole

powierzchni catkowitej i objetos¢ walca wpisanego w szescian o krawedzi a.

LADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. Prostokgt o bokach 4cmx8cm zwinieto, tworzgc powierzchnie
boczng walca. Jezeli tworzgca (wysokos$c) walca wynosi 8 cm, to promien

podstawy walca jest rowny:

A. 4cm B. 2cm C.%cm D.%cm

Zadanie 2. Kwadrat o boku dtugosci 2 obrécono wokot jednego z bokow.
Powstata bryta ma objetosc:

A. 4 B. 8w C.2m D. 32m
Zadanie 3. Przekgtna przekroju osiowego walca tworzy z ptaszczyzng
podstawy kgt o mierze 60°. Jezeli srednica walca jest rdbwna 6, to pole
powierzchni bocznej tego walca wynosi:

A. 123w B. 24+/3n C.36V3m D. 72V/3n
Zadanie 4. Przekrdj osiowy walca jest prostokgtem o wymiarach 4cm x 5cm
(h=5). Objetosc walca jest rowna:

A. 20mem3 B. 24mwcm3 C. 32ncm3 D. 30mrcm3
Zadanie 5. Przekrdj osiowy walca jest kwadratem o polu rbwnym 12. Woéwczas
promien podstawy tego walca jest rowny:

A. 2V3 B. 6v3 C.V3 D. V6
Zadanie é. Przekgtna przekroju osiowego walca ma dtugosc 8 i tworzy z
podstawq kgt 60°. Promien podstawy walca wynosi:

A. 23 B. 2 C. 4 D. 4v3
Zadanie 7. Objeto$¢ walca wynosi 81rem3. Wysokos¢ walca jest 3 razy
wieksza od promienia podstawy. Zatem pole powierzchni podstawy tego
walca jest réwne:

A. 3mcm? B. 6mrem? C. 9tcm? D. 12mcm?
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Zadanie 8. Pole powierzchni bocznej walca jest rowne 48w, a jego objetosc
?6m. Dlugos¢ wysokosci walca:

A. Jest 0 2 wieksza od promienia jego podstawy

B. Jest 2 razy mniejsza od promienia jego podstawy

C. Jest 0 2 mniejsza od promienia jego podstawy

D. Jest 2 razy wieksza od promienia jego podstawy

Temat: STOZEK, JEGO POLE POWIERZCHNI I OBJETOSC

Stozek obrotowy (stozek) jest brytg obrotowq
powstatq przez obroét tréjkgta prostokgtnego wokot
prostej zawierajgcej przyprostokgtng tego trojkgta

(0§ stozkal).

Podstawq stozka nazywamy koto powstate przez

obrot przyprostokgtnej prostopadtej do osi stozka.
Wysokosciq stozka nazywamy przyprostokgtng tréjkgta zawartg w osi obrotu.
Powierzchniq boczng stozka nazywamy powierzchnie wyznaczonq przez

obroét przeciwprostokgtnej trojkgta.

2rr

Czes¢ wspolna osi obrotu i powierzchni bocznej stozka jest punktem, ktory
nazywamy wierzchotkiem stozka. Tworzqcq stozka nazywamy kazdy odcinek
zawarty w powierzchni bocznej stozka, ktérego jednym kohcem jest

wierzchotek stozka, a drugi nalezy do podstawy stozka i oznaczamy jq literg I
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Przekrojem osiowym stozka nazywamy cze$S¢ wspdolng stozka i ptaszczyzny

zawierajgcej os stozka.

2r

a — kat nachylenia tworzacej stozka do ptaszczyzny podstawy,

B — kat rozwarcia stozka

Jezeli promien podstawy walca wynosi r, wysokosé h, tworzgca I to:

Pole powierzchni bocznej stozka: P, = mrl
Pole powierzchni catkowitej stozka: P.=nr(r+10)
Objetos¢ stozka: V= gnrzh

Zadanie 1. Jakg bryte nazywamy stozkiem?2 Oblicz objetos¢ bryty powstatej w
wyniku obrotu trojkgta prostokgtnego o bokach: V2., 42, 2 wokot
przyprostokgtne.

Zadanie 2. Trojkgt prostokgtny o przyprostokgtnych 12 16 obraca sie wokot
przeciwprostokgtnej. Wyznacz objetos¢ powstatej bryty.

Zadanie 3. Trojkgt prostokgtny o przyprostokgtnych é i 8 obraca sie raz
dookota krotszej i drugi raz dookota dtuzszej przyprostokgtnej. Oblicz sume
objetosci powstatych bryt.

Zadanie 4. Trojkgt prostokgtny rownoramienny o przeciwprostokgfnej dtugosci
1272 obraca sie dookota jednej z przyprostokgtnych. Oblicz objetosé
otrzymanej bryty.

Zadanie 5. Przekrdj osiowy stozka jest trojkgtem rdwnobocznym o boku
dtugosci 2v/3. Oblicz objetos¢ tego stozka.

Zadanie 4. Przekrdj osiowy stozka jest trojkgtem rownobocznym o boku

dtugosci 6+/3. Oblicz pole powierzchni bocznej tego stozka.
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Zadanie 7. Oblicz miare kgta rozwarcia stozka, ktérego wysokos¢ i promien
podstawy sq przystajgce i rowne 2.

Zadanie 8. Jakg czes¢ objetosci walca stanowi objetosc¢ stozka, jezeli walec
i stozek majg rowne kota w podstawie i rowne wysokoscie

Zadanie 9. Stozek ma trzy razy dtuzszy promien podstawy niz walec o tej
samej wysokosci. Oblicz stosunek objetosci stozka do objetosci walca.
Zadanie 10. Walec i stozek majg te same wysokosci i objetosci. Jaki jest
stosunek dtugosci promienia podstawy stozka do dtugosci promienia
podstawy walca?

Zadanie 11. Naczynie w ksztatcie stozka napetniono do potowy wysokosci
wodq. Jakg czes$¢ objetosci catego naczynia stanowi objetos¢ wody?
Zadanie 12. Jak zmieni sie objetos¢ stozka, jezeli promien podstawy
zmniejszymy dwa razy, a wysokos$c¢ zwiekszymy czterokrotnie?

Zadanie 13. Pole powierzchni catkowitej stozka o promieniu podstawy 4 jest
rowne 72n. Oblicz pole powierzchni bocznej i objetosci tego stozka.
Zadanie 14. W stozku kgt nachylenia tworzgcej do ptaszczyzny podstawy ma
miare 60°. Srednica podstawy stozka wynosi 2v/3. Wyznacz objetosé stozka.
Zadanie 15. Tréjkat prostokgtny o przyprostokgtnych dtugoéci a=33 cm,
b=3 cm, obraca sie dookota krotszej przyprostokgtnej. Oblicz dtugosc
tworzgcej stozka.

Zadanie 16. Przekrdj osiowy stozka jest rownoramiennym tréjkgtem
prostokgtnym o polu rownym 18. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni
catkowitej tego stozka.

Zadanie 17. Pole powierzchni bocznej stozka wynosi 600 cm?. Dtugosci
promienia podstawy, wysokosci i tworzgcej stozka sq trzema kolejnymi
wyrazami ciggu arytmetycznego. Oblicz objetosc¢ stozka.

Zadanie 18. Oblicz objetosC i pole catkowite stozka, jezeli tworzgca stozka
dtugosci 6 cm jest nachylona do ptaszczyzny podstawy po kgtem 30°.
Zadanie 19. Przekrdj osiowy stozka jest frojkgtem rédwnoramiennym, ktérego
ramie ma dtugos¢ b = 20 cm, a miara kgta przy postawie jest rowna « =30°.

Oblicz pole powierzchni bocznej stozka.
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Zadanie 20. Kgt rozwarcia stozka ma miare a = % Oblicz dtugosc¢ tworzgcej i

wysokos¢ stozka, majgc dang dtugosc srednicy jego podstawy d = 6 cm.
Zadanie 21. Oblicz objetosc¢ stozka, w ktdrym pole podstawy stanowi 20%
pola powierzchni catkowitej a dtugosc tworzgcej stozka rowna sie 8 cm.
Zadanie 22. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz miare kgta
rozwarcia stozka oraz dtugo$¢ odcinka wyréznionego na rysunku innym

kolorem. Wyniki zaokrgglijdo O, 1.

Zadanie 23. Na rysunku przedstawiona jest powierzchnia boczna stozka po

rozwinieciu. Oblicz cosinus kata nachylenia tworzgcej tego stozka do

a) b) c) d)

tla il S |1 S
NE 1L VAT T e
D702/ f

ptaszczyzny podstawy.
Zadanie 24. Stozek usypany z piasku ma wysokos¢ 2,7 m, a kgt

nachylenia jego tworzqgce] do ptaszczyzny podstawy ma

miare 450, lle kursdw powinna wykonac ciezardwka o
tadownosci 9 m3, aby wywiezC ten piasek?

Zadanie 25. Uwzglednij dane przedstawione na rysunku i oblicz:
a) miare kgta nachylenia tworzgcej stozka do ptaszczyzny jego podstawy,
b) dtugosc wysokosci stozka

c) pole powierzchni catkowitej stozka

d) objetosc stozka.

1
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Zadanie 26. Oblicz pole podstawy stozka, ktérego powierzchnia boczna po

rozwinieciu przedstawiona jest na rysunku.

Zadanie 27. Pole podstawy stozka jest rowne 1611, a pole powierzchni bocznej
32m. Oblicz:

a) pole powierzchni catkowitej,

b) miare kgta zawartego miedzy tworzgcg a wysokosciq stozka.
Zadanie 28. W stozku, ktorego wysokoS¢ ma dtugosc¢ 15, tworzgca jest
nachylona do ptaszczyzny podstawy pod kgtem é5°. Oblicz promien

podstawy i dtugos¢ tworzgcej stozka. Wyniki zaokrgglij do 1.

LADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. Jak zmieni sie objetos¢ stozka, jezeli zwiekszymy dwukrotnie
dtugosc¢ jego promienia podstawy, a dtugos$¢ wysokosci dwukrotnie
zmniejszymy?

A. Zwiekszy sie dwukrotnie

B. Zwiekszy sie czterokrotnie

C. Nie zmieni sie

D. Zmniejszy sie dwukrotnie
Zadanie 2. Przekrdj osiowy stozka jest tfrojkgtem rownobocznym o boku écm.
Wowczas objetos¢ stozka wynosi:

A. 27\3rm B. 9v3m C.18V3rm D. 3V3rm
Zadanie 3. Przekrojem osiowym stozka jest trojkgt prostokgtny, ktérego
przeciwprostokgtna ma dtugos¢ 6. Objetosc tego stozka jest rowna:

A. T B. 3m C.9m D.27/m
Zadanie 4. Wysokos$¢ stozka i promien jego podstawy majg dtugosc 2, zatem
kgt rozwarcia stozka ma miare:

A. 60° B. 30° C.120° D. 90

o
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Zadanie 5. Tworzgca stozka tworzy z jego wysokoécig rowng 6cm kgt 30°. Pole
powierzchni catkowitej stozka wynosi:

A. 72\3n B. 3ém C. 108t D. 339,12

Temat: KULA, JEJT POLE POWIERZCHNI I OBJETOSC

Kula jest brytg obrotowqg powstatg przez obrét kota wokot osi

zawarte] w ptaszczyznie kota i do ktdrej nalezy srodek kota.

Srodek kota obracanego jest srodkiem kuli, a promien kota
obracanego - promieniem kuli.

Obrot okregu ograniczonego koto tworzy powierzchnie obrotowq, ktérg
nazywamy sferqg lub powierzchniq kuli. Sfera jest figurg obrotowq, ale nie jest
brytg obrotowq.

Przekrojem kuli nazywamy czes$¢ wspdlng ptaszczyzny i kuli. Przekrdj kuli, do
ktorego nalezy srodek kuli nazywamy kotem wielkim.

Jezeli promien kuli wynosi r to:

Pole powierzchni kuli (sfery) P=4mr’
. V= ﬂ7zr3
Objetosé kuli 3

Zadanie 1. Srednica kuli ma dtugoéé 12+/3. Oblicz pole powierzchni tej kuli.

Zadanie 2. Podaj promien kuli o objetosci gn.

Zadanie 3. Koto o promieniu 3v/3 obraca sie dookota prostej zawierajgce;
srednice kota. Oblicz objeto$c otrzymanej bryty.

Zadanie 4. Oblicz objetos¢ kuli o polu powierzchni 16r.

Zadanie 5. Oblicz objetos¢ kuli, jezeli jej pole powierzchni catkowitej jest
rowne é4r.

Zadanie é. Naczynie ma ksztatt potkuli, a jego objetosc jest rowna %n. Oblicz
promien kuli.

Zadanie 7. Stalowy walec o objetosci 36m przetopiono na kule. Zaktadajgc, ze

podczas przetopu nie ma strat stali, oblicz dtugos¢ promienia otfrzymanej kuli.
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Zadanie 8. Otowiang kule o objetosci 72w przetopiono na dwie przystajgce
kule. Jaka jest srednica kazdej z kul, jezeli nie ma strat otowiu przy przetopie?
Zadanie 9. Srednica pomarahczy wynosi 9cm. Wycisniety z niej sok stanowi %
objetosci catej pomaranczy. Jaka jest objetos¢ wycisnietego soku2 Wynik
podaj z doktadnoscig do 1em? (przyjmij m = 3,14).

Zadanie 10. Kule wpisano w szescian o boku dtugosci 12. lle razy objetosc

szescianu jest wieksza od objetosci kulie

8 cm

Temat: BRYLY OBROTOWE

Zadanie 1. Napdj z napetnionego po brzegi
pucharu w ksztatcie stozka przelano do szklanki
w ksztatcie walca (wymiary obu naczyn podano na rysunku). Czy szklanka

zostata napetniona catkowicie? Odpowiedz uzasadnij.

10 cm

Zadanie 2. W mosieznym walcu o Srednicy podstawy 10 cm i

wysokosci 30 cm wytoczono dwa wgtebienia stozkowe, tak jak

30 cm

pokazano na rysunku. Oblicz mase bryty powstatej po

wydrgzeniu. Przyjmij gestos¢ mosigdzu p = 8,6 ;1;3' Wynik

_10cm

zaokrgglij do 0,01 kg.

Zadanie 3. Kwadrat o boku 6 obraca sie dookota prostej
zawierajgcej przekgtng kwadratu. Oblicz objeto$¢ powstatej bryty.
Zadanie 4. Walec ma trzy razy dtuzszg wysokosSc niz stozek o tym samym
promieniu podstawy. Oblicz stosunek objetosci walca do objetosci stozka.
Zadanie 5. Kula o Srednicy 6 i stozek o promieniu podstawy 3 majg rowne
objetosci. Oblicz wysokos¢ stozka.

Zadanie 4. Przekrdj osiowy walca jest prostokgtem o podstawie dtugosci 8cmii
przekgtnej dtugosci 10cm. Oblicz objetosc i pole powierzchni catkowitej
walca.

Zadanie 7. Oblicz pole powierzchni bocznej stozka, ktérego podstawa ma
promien dtugosci 4cm, a tworzgca jest nachylona do ptaszczyzny podstawy

pod kgtem 30 °.

144



Zadanie 8. Pole powierzchni catkowitej walca, ktérego wysokosc¢ jest rowna
Srednicy, wynosi 24 = cm? . Oblicz objeto$¢ walca ijego pole powierzchni
bocznej.

Zadanie 9. Oblicz objetosc stozka o wysokosci 12 cm wiedzgc, ze pole
przekroju osiowego wynosi  480cm ?.

Zadanie 10. Pole powierzchni catkowitej kuli wynosi 1007 m* . Oblicz promien
i objetosc tej kuli.

Zadanie 11. Z wycinka kotowego o powierzchni 30 7z i promieniu 6 zwinieto
powierzchnie bocznqg stozka. Oblicz jego objetos¢ i pole powierzchni boczne;.
Zadanie 12. Kgt rozwarcia stozka ma miare 120 °, a promieh podstawy jest
rowny 2. Oblicz pole przekroju osiowego tego stozka.

Zadanie 13. Zbiornik ma ksztatt walca z obu stron zakonczonego potkulami.
Oblicz, ile litrow ptynu wypetni ten zbiornik, jesli pole powierzchni catkowitej

zbiornika jestrowne 3 zm?, a wysoko$¢ walca jest rowna 2m.

Temat: POWTORZENIE WIADOMOSCI - BRYLY OBROTOWE

Sprawdz, czy juz umiesz:

v wyttumaczy¢ jak powstaje walec, stozek, kula i potrafisz tg wiedze
zastosowac do rozwigzywania zadan

v' rozpoznawac w walcach kgt miedzy odcinkami oraz kgt miedzy
odcinkami i ptaszczyznami, obliczac¢ miary tych kgtow

v rozpoznawac w stozkach kgt miedzy odcinkami oraz kgt miedzy
odcinkami i ptaszczyznami (np. kgt miedzy tworzgcymi stozka, kat
miedzy tworzqgcq a podstawq), oblicza¢ miary tych kgtow

v stosowac frygonometrie do obliczen dtugosci odcinkdw, miar kgtow,

POl powierzchni i objetosci walca, stozka i kuli.

Zadanie 1. Przekrdj osiowy walca jest kwadratem o przekgtnej 442 . Oblicz
objetos¢ walca.

Zadanie 2. Przekgtna przekroju osiowego walca tworzy z ptaszczyzng
podstawy kgt o mierze 45°. Oblicz pole powierzchni bocznej jesli sSrednica

walca jest rowna 10.
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Zadanie 3. Prostokgt o boku 5 i przekgtnej 13 obraca sie dookota dtuzszego
boku oblicz pole powierzchni powstatego walca.

Zadanie 4. Przekrdj osiowy stozka jest trojkgtem rownobocznym o boku
dtugosci 12. Oblicz objetosc¢ tego stozka.

Zadanie 5. Tworzgca stozka ma dtugosce 6, a jego wysokosc 8. Oblicz pole
powierzchni bocznej stozka.

Zadanie 6. Po rozwinieciu powierzchni bocznej stozka na ptaszczyznie
otrzymano jedng czwartg kota o promieniu 8. Oblicz promien podstawy tego
stozka.

Zadanie 7. Oblicz promien kuli o objetosci 36mem3.

Zadanie 8. Przekrdj osiowy stozka jest trojkgtem rownobocznym o boku
dtugosci 4v/3cm. Oblicz pole powierzchni bocznej tego stozka.

Zadanie 9. Obwdd przekroju osiowego stozka jest rowny 30, a tworzgca jest o
5 wieksza od promienia podstawy stozka. Woéwczas:

A. Tworzgca stozka jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod kgtem 30°

B. Tworzgca stozka jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem a,
takim ,ze cos x= g

C. Tworzgca stozka jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod kgtem a,
takim ,ze sin <= g

D. Tworzgca stozka jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod kgtem 60°

Temat: ROZWIAZYWANIE ZADAN OPTYMALIZACYINYCH
Z PLANIMETRII

Zadanie 1. Oblicz wymiary prostokagta o najwiekszym polu, wiedzqgc, ze jego
obwdd jest rowny 60.

Zadanie 2. W fréjkgcie ABC suma dtugosci jednego z bokdw i wysokosci
opuszczonej na ten bok jest rowna 12. Oblicz dtugos¢ boku i dtugosc
wysokosci opuszczonej na ten bok, dla ktérych pole tego trojkgta jest
najwieksze.

Zadanie 3. Suma obwoddéw dwoch kwadratéw jest rowna 40cm. Oblicz
dtugosci bokow kwadratow, dla ktérych suma ich pdl jest najmniejsza. Oblicz

sume tych pal.
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Zadanie 4. W trapezie rwnoramiennym, ktérego kgt ostry ma miare 45°,
suma dtugosci wysokosci i dtuzszej podstawy jest rowna 12. Jakie dtugosci
powinny miec¢ boki trapezu, aby jego pole byto najwieksze?

Zadanie 5. Obwdd prostokgta jest rowny 20cm. Oblicz dtugosci bokow
prostokgta, wiedzgc, ze jego przekgtna ma najmniejszg wartosc.

Zadanie é. W trapezie rownoramiennym ramiona i krotsza podstawa majg
dtugosc¢ 10. Oblicz dtugos¢ dtuzszej podstawy tego trapezu, ktéry ma
najwieksze pole.

Zadanie 7. W okrgg o promieniu 3 wpisano prostokgt ABCD. Oblicz dtugosci
bokow prostokgta dla ktérych jego pole jest najwieksze.

Zadanie 8. Ratownicy majgcy do dyspozycji line dtugosci 80 metréw majg
wytyczy¢ przy plazy kgpielisko w ksztatcie prostokgta (wzdtuz brzegu nie
bedzie liny). Jakie wymiary powinno miec to kgpielisko, jezeli wczasowicze
chcq, aby miato ono jak najwiekszg powierzchnie. Nalezy przyjqc, ze brzeg
plazy tworzy linie prostq.

Zadanie 9. Drut dtugosci 28cm nalezy podzieli¢ na dwie czescii z jednej
zrobi¢ kwadratowqg ramke, a z drugiej ramke prostokgtng, ktérej jeden bok
jest frzy razy dtuzszy od drugiego. Jak nalezy podzieli¢ drut, jezeli chcemy, aby

suma pol ofrzymanego kwadratu i prostokgta byta najmniejsza?

Temat: ROZWIAZYWANIE ZADAN OPTYMALIZACYINYCH ZE
STEREOMETRII

Zadanie 1. Jakg najwiekszg objetos¢ moze miec graniastostup prawidtowy
trojkgtny, w ktérym suma dtugosci wszystkich krawedzi jest rowna 92

Zadanie 2. Jakie powinny by¢ dtugosci bokdw prostokgta o obwodzie 60cm,
aby objetos¢ walca otrzymanego w wyniku obrotu tego prostokgta wokot
jednego z bokdéw byta najwieksza?

Zadanie 3. Jakg wysokos$¢ powinien miec stozek o tworzgcej dtugosci 3, aby
jego objetosc byta najwieksza?

Zadanie 4. Kwadrat o boku dtugosci 1 rozcieto na dwa prostokgty, ktére po
zwinieciu tworzg powierzchnie boczne walcow o wysokosci 1. Jak nalezy

dokonac ciecia, aby suma objetosci tych walcow byta najmniejsza?
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Zadanie 5. Puszka w ksztatcie walca ma miec¢ objetos¢ V. Jakie wymiary
powinna mie¢ ta puszka, aby na jej wykonanie zuzy¢ jak najmniej materiatu?
Zadanie 6. W ostrostupie prawidtowym trojkgtnym suma obwodu podstawy i
dtugosci jego wysokosci jest rowna 36. Oblicz wysokos$¢ ostrostupa i dtugosce
krawedzi jego podstawy, dla ktérych ma on najwiekszg objetosc. Podaj te
objetosc.

Zadanie 7. Oblicz wymiary walca o objetosci 400m, wiedzgc, ze powierzchnia
catkowita tego walca jest najmniejsza z mozliwych.

Zadanie 8. Wsrod prostopadtosciandw, w ktdrych stosunek dtugosci krawedszi
podstawy wynosi 2:3, a suma dtugosci wszystkich krawedzi jest rowna 152cm,
znajdz ten o najwiekszym polu powierzchni catkowitej. Oblicz objetosc

znalezionego prostopadtoscianu.
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4. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

Temat: DOSWIADCZENIE LOSOWE I LICZBA JEGO WYNIKOW

Doswiadczeniem losowym nazywamy takie doswiadczenie, ktére moze byc
powtarzane wielokrotnie w jednakowych lub bardzo zblizonych warunkach i
ktorego wyniku nie mozna jednoznacznie przewidzie¢. (np.rzut kostkq, rzut
monetq).

Kazdy mozliwy wynik doswiadczenia losowego nazywamy zdarzeniem

elementarnym i zwykle oznaczamy literg @.

Def. Zbidr wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych dla danego
doswiadczenia losowego nazywamy przestrzeniq zdarzen elementarnych i
oznaczamy symbolem Q.

Liczbe elementdw skonczonego zbioru A oznaczamy symbolicznie A.

Zadanie 1. W nastepujgcych doswiadczeniach losowych okresl zbidr
wszystkich zdarzen elementarnych i podajjego moc.
a) Rzut monetqg dwuztotowq
b) Dwukrotny rzut monetq
c) Rzut dwiema monetami: dwuztotowq i piecioztotowq
d) Trzykrotny rzut monetqg
e) Rzut symetryczng kostkg do gry
f) Rzut parqg réznokolorowych kostek do gry
g) Trzykrotny rzut kostkg do gry
h) Rzut kostkg do gry i monetqg
i) Losowanie jednej kuli z pojemnika, w ktorym znajdujq sie trzy kule: biata,
czerwona i zielona
j) Jednoczesne losowanie dwdch kul z pojemnika, w ktérym znajdujq sie
cztery kule: biata, czerwona, zielona i niebieska

k) Losowe ustawienie w szeregu czterech oséb: A, B, C, D
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Zadanie 2. Rzucamy tfrzy razy monetq, a w przypadku, gdy otrzymamy frzy
razy ten sam wynik, rzucamy po raz czwarty. Opisz zbidr zdarzen
elementarnych i oblicz jego moc.
Zadanie 3. Oblicz, na ile sposobdw 5 kolezanek Alicja (A), Basia (B), Cecylia
(C), Daria (D) iEwelina (E) moga:

a) stang¢ w rzedzie lub usigs¢ na tawce mieszczgcej 5 0séb,

b) usigsc przy okrggtym stole, przy ktérym stojg ponumerowane krzesta,

c) stang¢ w koto i ztapac sie za rece.
Zadanie 4. Oblicz, na ile sposobdéw dwie kolezanki moga:

a) usigsc na tawce mieszczgcej frzy osoby

b) usigsc obok siebie na tawce mieszczgcej trzy osoby

c) usigsc na tawce mieszczgcej cztery osoby

d) usigs¢ obok siebie na tawce mieszczgcej cztery osoby.
Zadanie 5. Spotkato sie szesciu przyjaciot i kazdy witat sie z kazdym. lle byto
powitane
Zadanie 4. Oblicz, na ile sposobdw mozna rozmiescic:

a) 5 czapek w frzech szufladach

b) 3 czapki w 5 szufladach.

Temat: ZDARZENIE LOSOWE

Def. Podzbidr przestrzeni zdarzen elementarnych Q nazywamy zdarzeniem

losowym (lub krotko zdarzeniem).

Zdarzenia losowe oznaczamy duzymi literami alfabetu: A, B, C...
Jezeli A jest zdarzeniem losowym, to zdarzenie elementarne w, takie, ze w € A4,

nazywamy zdarzeniem elementarnym sprzyjajgcym zdarzeniv A.

Zdarzeniem pewnym A nazywamy zdarzenie losowe, ktéremu sprzyjajq
wszystkie zdarzenia elementarne, tworzgce zbidr Q. Zdarzenie losowe A jest

zdarzeniem pewnym wtedy i tylko wtedy, gdy A = Q.

Zdarzeniem niemozliwym nazywamy zdarzenie losowe, ktéremu nie sprzyja
zadne zdarzenie elementarne ze zbioru Q. Zdarzenie losowe A jest zdarzeniem

niemozliwym wtedy i tylko wtedy, gdy 4 = @.
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Roznice zdarzen Qi A oznaczamy A' i nazywamy zdarzeniem przeciwnym do
zdarzenia A. Zdarzenia A i B nazywamy zdarzeniami przeciwnymi, jezel

AUB=Q i AnB=9¢Q.

Zadanie 1. Trzech zawodnikow strzela do tarczy. Wyniki zapisano oznaczajgc
cyfrg 1 trafienie tarczy, a nietrafienie cyfrg 0.
a) Podaqj wszystkie elementy przestrzeni Q zdarzen elementarnych oraz
liczbe elementéw tego zbioru
b) Zapisz zdarzenia elementarne odpowiadajgce zdarzeniu A, ze tarcza
zostata trafiona doktadnie przez dwodch zawodnikow
c) Wypisz zdarzenia elementarne odpowiadajgce zdarzeniu B, ze tarcza
zostata trafiona doktadnie przez jednego zawodnika
d) Zapisz zdarzenie elementarne odpowiadajgce zdarzeniu C, ze wszyscy
zawodnicy trafili do tarczy
e) Zapisz zdarzenie elementarne odpowiadajgce zdarzeniu D, ze zaden
zawodnik nie frafit do tarczy
Zadanie 2. Doswiadczenie polega na jednoczesnym rzucie monetq i
szescienng kostkg do gry.
a) Okresl przestrzen Q wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych
b) Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzeniu A polegajgcemu
na tym, ze wypadta reszka i parzysta liczba oczek. Podaij liczbe zdarzen
elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu A.
Zadanie 3. Ze zbioru liczb {1, 2, 3, ..., 19} losujemy jednq liczbe. Okresl zdarzenia
losowe:
A — otrzymamy liczbe parzystg
B — otrzymamy liczbe podzielng przez 3
C - otrzymamy liczbe podzielng przez 5
D — otrzymamy liczbe podzielng przez 7
E — otrzymamy liczbe mniejszg od 5
F — ofrzymamy liczbe, ktdra jest kwadratem liczby catkowitej

Sposrdd zdarzen A, B, C, D, Ei F wybierz paty zdarzeh roztgcznych.
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Zadanie 4. Rzucamy dwa razy kostkg do gry. Z nastepujgcych zdarzen
wybierz pary zdarzen roztgcznych.

A — W pierwszym rzucie otrzymamy parzystq liczbe oczek

B — w drugim rzucie otrzymamy nieparzystq liczbe oczek

C —iloczyn otrzymanych oczek bedzie nieparzysty

D - suma oczek na obu kostkach jest rowna 5

Zadanie 5. 7 talii 52 kart losujemy jedng. Z nastepujgcych zdarzen wybierz
pary zdarzen roztgcznych:

A — ofrzymamy kréla

B — otrzymamy karte mtodszg od pigtki

C - otrzymamy karte koloru pikowego

D — otrzymamy karte koloru kierowego

E — otrzymamy karte starszg od dsemuki

Zadanie 6. Rzucamy raz szeScienng kostkg do gry. Wskaz zdarzenie przeciwne
do zdarzenia A polegajgcego na wyrzuceniu co hajmniej trzech oczek.

a) Zdarzenie B - Wypadnq frzy oczka

b) Zdarzenie C -Nie wypadnq trzy oczka

c) Zdarzenie D - Wypadng co najwyzej trzy oczka

d) Zdarzenie E - Wypadng co najwyze] dwa oczka
Zadanie 7. Rzucamy frzy razy szeScienng kostkg do gry. Wsréd podanych
zdarzen wskaz zdarzenie pewne:

a) Zdarzenie A - lloczyn wyrzuconych oczek jest liczbg parzystg

b) Zdarzenie B - Suma wyrzuconych oczek wynosi co najmniej 3

c) Zdarzenie C - W frzecim rzucie wypadng trzy oczka

d) Zdarzenie D -Trzykrotnie wypadnie ta sama liczba oczek
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Temat: POJECIE SILNI

Silnia liczby naturalnej n - to iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n.
Silnie liczby naturalnej n oznaczamy symbolem n! (czytamy en silnia).
Mamy zatem:

n=1.2.3-...-(n-1):n
Przyktad:
51=1-2-3-4-5=120
Uwaga. Ol =1, 11=1.

Zadanie 1. Oblicz;

5! 120!-121 31!-30!
a) 4! f) 1 ) 122! p)29!+28!
13! 9-10!
13! 10!
8! o 4! 7!1.9!
d 5 3 ) oa
6! ., 100! (712
e ) Ser o) 5
Zadanie 2. Zapisz bez uzywania symbolu silni i upros¢ utamek:
) n! ) (n+1)! C) (n-2)! ) (n+3)! ) n!'+(n+1)!
(n-3)! (n—-1)! (n+1)! (n+1)(n+1)n! (n-1)!
Zadanie 3. Ktéra z podanych liczb jest wieksza?
a) 120! czy 1202 c) 10!- 10! czy 100!
b) (2-15)! czy 2!- 15! d) (52)! czy (512

Zadanie 4. Dla jakiej wartosci m zachodzi podana réwnosc?

125!

237!
) (125—-15)! )

= 237-236-...- 200
(237-m)!

=125-124-...-m
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Temat: SYMBOL NEWTONA

Def. Dla liczb naturalnych spetniajgcych warunki O < k < n definiujemy funkcje:

(Tl) _ n!
k) k!'(n—k)!
Symbol (}) nazywamy symbolem Newtona i czytamy n nad k lub n po k lub

tezk zn.

Zadanie 1. Oblicz:

a) (3) b) () c) (¥) d) (33
Zadanie 2. Ktéra sposrod liczb (5), (3), (), ... (€) jest najwieksza?

Zadanie 3. Sposrédd liczb: (3), (5), (1), (). ). (). () wybierz:

a) liczbe najwiekszq, b) liczbe najmniejszq, c) liczby rowne.
Zadanie 4. lle roznych liczb jest wsrdd liczb

a) (@) G- ()

o) (¥)-5L GoL(Ge) 5!, 15-14-13-12-11, 3!- (1) - (§)

Zadanie 5. Wiedzqgc, ze n jest rowne 5, oblicz:

A (-()  BEECE. AR A

Zadanie 6. Rozwigz rownanie lub nierdwnosc:

al (3) =10, () =5 (). o) i > 2
b) ("1°) =28, d) (}) <21,
15!

Zadanie 7. O ile procent liczba jest mniejsza od liczby (%°)?

13!1+12!
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Temat: PERMUTACJE

Def. Permutacjq zbioru n-elementowego nazywamy kazdy n-wyrazowy ciqg

utworzony ze wszystkich elementow tego zbioru.

Permutacja spetnia nastepujgce warunki:
- kazda permutacja obejmuje wszystkie dane elementy,

- istotna jest kolejnos¢ elementdow permutacii.

Z permutacjami zbioru mamy do czynienia wowczas, gdy porzgdkujemy
elementy tego zbioru. Permutacja to kazde ustawienie wszystkich elementow

zbioru w dowolnej kolejnosci.

Z trzech danych elementéw: a, b, ¢, mozna utworzy¢ nastepujgce
permutacije:
{a.b.c}{a.c.b}{b.a.c}{b.c.a}{c.a.b}{c.b.a}

Liczba permutaciji zbioru ztozonego z n elementow jest rowna n! (n silnia).

Pn=nl!
Reguta mnozenia
Jezeli wynik pewnego doswiadczenia losowego zalezy od kolejno
podejmowanych decyzji, to liczba wszystkich réoznych wynikoéw tych decyzji
jestrowna n, - n, - ..-n,, gdzie
n, — liczba mozliwoSci wyborOw przy podejmowaniu pierwszej decyzji,
n, — liczba mozliwosSci wyborOw przy podejmowaniu drugiej decyzji,

...............................................................................................................

n, — liczba mozliwoSci wybordow przy podejmowaniu n — tej decyzji.

Zadanie 1. Na ile sposobow mozna rozdzielic cztery rézne cukierki miedzy
czworo dziecie
Zadanie 2. Na ile sposobdw mozna ustawic w szeregu 7 0sob?

Zadanie 3. Na ile réznych sposobdw mozna ustawic na potce 8 ksigzek?
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Zadanie 4. Na ile roznych sposobdw mogg wybiec na boisko zawodnicy
druzyny koszykarskiej?
Zadanie 5. Na ile réznych sposobdw mozna ustawic w szeregu é chtopcow i 7
dziewczynek, tak aby zadne dwie osoby tej samej ptci nie staty obok siebie?
Zadanie 6. Na ile réznych sposobdw mozna ustawic w szeregu é chtopcow i 6
dziewczynek, tak aby zadne dwie osoby tej samej ptci nie staty obok siebie?
Zadanie 7. Na ile réznych sposobdw mozna ustawi¢ na poétce 7 ksigzek, tak
aby ksigzki A1 B

a) Staty obok siebie w dowolnej kolejnosci

b) Staty obok siebie w kolejnosci A, B

c) Byty oddzielone od siebie jednqg ksigzkg?
Zadanie 8. lle roznych par tanecznych moze utworzy¢ 10 mezczyzni 10
kobiete
Zadanie 9. Na ile roznych sposobdow moze sie ustawic w kolejce do kasy 9
0s6b, tak aby osoba X stata blizej kasy niz osoba Y i aby pomiedzy nimi staty
dwie osoby?
Zadanie 10. lle réznych sposobdw moze sie ustawic w kolejce do kasy 12
0s6b, tak aby osoba X stata blizej kasy niz osoba Y2
Zadanie 11. Ze zbioru Z = {1,2,3,4,5,6} losujemy kolejno jednqg po drugiej, bez
zwracania szesc liczb i ustawiamy je jedna za drugg.

a) lle réznych liczb szesciocyfrowych mozemy w ten sposéb otrzymac?

b) lle réznych liczb parzystych mozemy w ten sposdb ofrzymac?
Zadanie 12. W jadtospisie baru mlecznego ,,Biedronka” znajduje sie 8 zup, 7
drugich dan i 2 kompoty, natomiast konsument chcgcy zjes¢ obiad w barze
,Gdanskim” ma do wyboru é zup, 5 drugich dan i 4 kompoty. Pan Kowalski
zamierza zje$¢ obiad w jednym z tych bardw. W ktérym barze ma wiekszg
mozliwos¢ wyboru zestawu obiadowego sktadajgcego sie z zupy, drugiego
dania i kompotu?
Zadanie 13. W rajdzie pieszym uczestniczy grupa mtodziezy sktadajgca sie z
pieciu harcerek i czterech harcerzy. Maszerujg w szyku zwanym ,,gesiego”. lle
istnieje roznych sposobdw ustawienia sie, jezeli harcerze nie mogg

sgsiadowac z harcerzami, a harcerki z harcerkami?e
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Zadanie 14. Na ile sposobdw mozna wreczy¢ 3 bilety na mecz pitki nozneji 2
bilety do teatru tfrzem panom i trzem paniom, przy zatozeniu, ze panowie
otrzymajq bilety na mecz, a panie bilety do teatru?

Zadanie 15. Asia, Krysia, Ewa i Natalka poszty do kina. Na sali usiadty na
wykupionych kolejnych czterech miejscach. Oblicz na ile sposobow
dziewczynki mogg usigsc tak aby Ewa i Natalka usiadty w tym kinie obok
siebie.

Zadanie 16. Do pieciu ponumerowanych szuflad wktadamy w sposdb losowy
piec réznokolorowych kul. Na ile réznych sposobdw mozna to zrobié, tak aby
kazda kula znalazta sie w innej szufladziee

Zadanie 17. lle liczb pieciocyfrowych mozna utworzy¢ z cyfr0, 1, 2, 3, 4,
przestawiajgc je w dowolny sposob?

Zadanie 18. Czworo przyjacioét - Marysia (M), Ala (A), Rafat (R) i Witek (W) -
wybierqjg sie na wycieczke samochodowq. W samochodzie sg dwa
siedzenia z przodu i dwa z tytu. Tylko Marysia i Witek majg prawo jazdy. Na ile
réznych sposobow podrézujgcy mogg usigsc w samochodzie?

Zadanie 19. Oblicz, ile wyrazéw (majgcych sens lub nie) mozna utworzyc z
wszystkich liter stowa:

a) LISTA, b) MATEMATYKA, C)BARBARA, d) twojego nazwiska.

Temat: WARIACJE BEZ POWTORZEN

Def. Wariacjq k-elementowq bez powtdérzen utworzong ze zbioru n-
elementowego (k < n) nazywamy kazdy k-wyrazowy ciqg roznych

elementow z tego zbioru.
Wariacje spetniajg nastepujgce warunki:

- obejmujg jedynie okreslonq liczbe k sposrdd n elementdw,
- istotna jest kolejnos¢ elementow wariacii.

Z k-wyrazowymi wariacjami bez powtoérzen zbioru ztozonego z n elementéow
mamy do czynienia, gdy k razy wybieramy bez zwracania po jednym

elemencie z danego zbioru.
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n-wyrazowe wariacje bez powtorzen zbioru n-elementowego sq

permutacjami tego zbioru.

L frzech danych elementdow a,b,c, mozna utworzy¢ nastepujgce

dwuelementowe wariacje bez powtorzen: {a,b}.{a.c}.{b.a}{b.c}.{c.a}{c.b}.

Liczba k-wyrazowych wariacji bez powtdrzen zbioru n-elementowego wyraza

sie wzorem:

k _ n!
Vo = (n—-k)!"

Zadanie 1. Windg zatrzymujgcq sie na oSmiu pietrach jedzie 5 oséb. Na ile
roznych sposobdw mogg wysigsc z windy fe osoby, tak aby kazda wysiadta
na innym piefrze?

Zadanie 2. Ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8,9} losujemy kolejno jednq po drugiej trzy
liczby. Pierwsza wylosowana liczba jest cyfrg setek, druga cyfrg dziesigtek,
trzecia cyfrg jednosci pewnej liczby trzycyfrowej. lle réznych liczb
trzycyfrowych mozemy w ten sposdb otrzymac?

Zadanie 3. Ze zbioru {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} losujemy kolejno jednqg po drugiej cztery
liczby i ustawiamy je jedna za drugq. Pierwsza wylosowana liczba jest cyfrg
tysiecy, druga cyfrqg setek, trzecia cyfrqg dziesigtek, czwarta cyfrg jednosci
pewnej liczby czterocyfrowej. lle roznych liczb czterocyfrowych mozemy

w ten sposdb otrzymac? ( Pamietaqj, ze liczba nie moze sie zaczynac od 0.)
Zadanie 4. Kazdej z 12 0s6b przyporzgdkowujemy miesigce, w ktdrym sie
urodzita. lle moze by¢ réznych przyporzgdkowan tego typu, jezeli kazda
osoba urodzita sie w innym miesigcu?

Zadanie 5. W klasie liczgcej 25 oséb wybieramy przewodniczgcego, zastepce
i skarbnika. Na ile réznych sposobdw mozemy dokonac wyboru samorzgdu
klasowego?

Zadanie é. lle jest liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach

a) Podzielnych przez 10, b)Podzielnych przez 252

Zadanie 7. W sztafecie biatlonowej wzieto udziat 12 zespotdw
czteroosobowych i wszyscy zawodnicy dobiegli do mety. Kazdy zawodnik

w czasie biegu narciarskiego oddat po piec strzatdw do czterech celdow.
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Punktowane sqg tylko trzy miejsca (bez przypadku dzielenia miejsc ex aequo).
lle jest mozliwosci zajecia tych miejsc przez zespoty?
Zadanie 8. Szesciu kolegdw ma telefony komorkowe w tej samej sieci.

a) lle mogg przestac sobie nawzajem SMS-6w, gdy kazdy wysyta jeden

SMS do pozostatyche

b) Oblicz koszt tych SMS-Ow przyjmujgc, ze jeden SMS kosztuje w sieci 15gr.
Zadanie 9. Z cyfr: 0, 1, 2, 3, 4 mozna utworzy¢ rézne liczby naturalne o
niepowtarzajgcych sie cyfrach. Oblicz ile mozna utworzy¢ takich liczb.
Zadanie 10. Ze zbioru cyfr {1,2,3,4,5,6,7} losujemy kolejno bez zwracania dwie
cyfry i zapisujemy je w kolejnosci losowan otrzymujgc liczbe dwucyfrowa. lle
sposrod tych liczb jest parzystych?
Zadanie 11. lle jest naturalnych liczb dwucyfrowych, ktérych cyfra dziesigtek
jest nieparzysta, a cyfra jednosci jest parzysta?2
Zadanie 12. Ze zbioru {-4,-2,0,1,2,3} losujemy jednq liczbe i jej wartosc¢
wpisujemy w miejsce a. Nastepnie z pozostatych w zbiorze liczb losujemy
drugq i podstawiamy jg w miejsce b. lle punktow P=(a,b) nalezy do pierwszej
¢wiartki uktadu wspotrzednych?
Zadanie 13.Z cyfr 2, 3, 4, 5, 6, 7 mozna utworzy¢ liczby czterocyfrowe
( o niepowtarzajgcych sie cyfrach), ktérych cyfrg tysiecy jest 3lub 51ub 7. lle
jest takich liczb?
Zadanie 14. Z cyfr: 1, 2, 3, 4, 5, 6 utworzono 120 liczb o jednakowej liczbie cyfr
i 0 niepowtarzajgcych sie cyfrach. Oblicz, ilu cyfrowe sqg te liczby.
Zadanie 15. Na placu jest dwuosobowa hustawka. lle dzieci brato udziat w
zabawie, jezeli mozna je byto parami posadzi¢ na hustawce na 42 sposoby?
Zadanie 14. lle jest mozliwosci rozdania 3 dtugopisdw: czerwonego, czarnego
i Zielonego pomiedzy 7 oséb?
Zadanie 17. Sposrdd osdb, ktdre zadzwonity na audiotele komputer
wylosowat 100 telewidzéw, wirdéd ktérych zostang rozlosowane 3 nagrody:
pierwsza to samochdd, druga — telewizor, trzecia — kino domowe. Na ile
sposobdw mozna rozlosowac te nagrody?
Zadanie 18. W jednej z gonitw konnych bierze udziat é koni. Na ile sposobdw

mozna obstawic¢ pierwszq tréjke na mecie?
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Zadanie 19. Do osrodka treningowego przyjechato dziesieciu sportowcow:
oSmiu brydzystow i dwoch szachistow. W osrodku jest wolnych 12
jednoosobowych pokojow: ? pokojow na parterze i 3 pokoje na pierwszym
pietrze.

a) Naile sposobdéw mozna rozlokowac sporfowcdw w pokojach?

b) Na ile sposobdw mozna rozlokowac sportowcdw w pokojach tak, aby

ktorys z brydzystdw mieszkat sam na pierwszym pietrze?
c) Naile sposobdéw mozna rozlokowac sportowcow w pokojach tak, aby

wszyscy szachisci mieszkali na pierwszym pietrze?

Temat: WARIACJE Z POWTORZENIAMI

Def. Wariacjq k-elementowq z powtoérzeniami utworzong ze zbioru n-
elementowego nazywamy kazdy k-wyrazowy cigg roéznych lub nie roéznigcych

sie elementdw z tego zbioru.

Z k-wyrazowymi wariacjami z powtorzeniami zbioru n-elementowego mamy
do czynienie woéwczas, gdy k razy wybieramy po jednym elemencie ze

zwracaniem z danego zbioru.

Z trzech danych elementéw a,b,c, mozna utworzy¢ nastepujgce
dwuelementowe wariacje z powtdrzeniami:
{a.a}{a.b}{a.ct{b.a}{b.b}{b.c}{c.a}f{c b}{c.c}

Liczba k-wyrazowych wariacji z powtdérzeniami zbioru n-elementowego
Wyraza sie wzorem:

Wk = nk.

Zadanie 1. Rzucamy frzy razy symetryczng kostkg do gry. lle réznych wynikdw
mozna otrzymac?

Zadanie 2. Centrala telefoniczna pracuje na numerach siedmiocyfrowych,
ktére sktadajg sie z cyfr od 0 do 9, przy czym moggq sie one powtarzac, lecz
numer nie moze zaczynac sie cyfrg 0. llu abonentom mozna przydzieli¢

numery<e

160



Zadanie 3. Windg zatrzymujgcg sie na siedmiu pietrach jedzie 6 oséb. Na ile
roznych sposobow mogg wysigsc te osoby, tak aby kazdy wysiadt na
dowolnym pietrze?2

Zadanie 4. Na ile sposobdw mozna umiescic 7 ponumerowanych kul w
dwaoch szufladach?

Zadanie 5. lle mozna zaszyfrowac wyrazdw czteroliterowych za pomocqg
trzech réznych znakow?

Zadanie 6. Trzy osoby kupujg po jednej gatce lodow. lle réznych zestawow (3
loddw) mogqg wybrag, jezelilody sg w 5 smakach?

Zadanie 7. Odtwarzamy w sposob przypadkowy 3 utwory z ptyty zawierajgce;j
12 utwordw (utwory moggq sie powtarzac). lle jest roznych mozliwych
zestawow?

Zadanie 8. Prezenty na Boze Narodzenie frzeba zapakowac w ozdobny
papier wybrany sposrod trzech papierdw o réznych kolorach. Naile réznych
sposobodw mozna zapakowac dziesiec rdéznych prezentdw?

Zadanie 9. Oblicz, ile roznych liczb trzycyfrowych mozna utworzy¢ z podanych

cyfr (cyfry mogq sie powtarzac).

a) 1,3,7, d)0,1,5,7,8,9,
b) 0, 1,5, e) dwucyfrowych wiekszych od 56,
c) 1,357, f) frzycyfrowych mniejszych od 237.

Zadanie 10. Z cyfr O, 1, 4, 7, 8 tworzymy liczby (cyfry mogq sie powtarzac). lle

mozna w fen sposob utworzy¢ liczb:

a) dwucyfrowych, c) trzycyfrowych nieparzystych,

b) czterocyfrowych parzystych, d) o réznych cyfrach?

Zadanie 11. Oblicz na ile sposobdw mozna rozmiescic:

a) 5réznych kul w siedmiu szufladach, b) 7 réznych kul w pieciu
szufladache

Zadanie 12. W konkursie mozna wygrac piec réznych nagroéd. Regulamin

przewiduje, ze nawet wszystkie nagrody mogq przypasc¢ jednej osobie. Do

finatu doszty trzy osoby. Na ile sposobdw mozna rozdzieli¢ te nagrody?
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Zadanie 13. Kazdej z 12 oséb przyporzgdkowujemy miesigc, w ktérym sie
urodzita. lle moze byc¢ réznych przyporzgdkowan tego typu, jezeli kazda

osoba mogta urodzic¢ sie w dowolnym miesigcu?

Temat: KOMBINACJE

Def. Kombinacjg k-elementowq utworzonq ze zbioru n-elementowego (k < n)

nazywamy kazdy k-elementowy podzbidr tego zbioru.

Kombinacje spetniajg nastepujgce warunki:
- obejmujqg jedynie okreslong liczbe k sposréd danych n elementow.

- nie jest istotna kolejnosc elementéw kombinacii.

Kombinacja, to jedna z mozliwosci wyboru kilku elementow z wiekszego
zbioru, przy czym kolejnos¢ wyboru elementdw nie ma znaczenia. Dwa
podzbiory ztozone z tych samych elementow, a rdznigce sie tylko ich

porzgdkiem, stanowiqg te samg kombinacje.

. trzech danych elementéw:a,b,c, mozna utworzy¢ nastepujgce

dwuelementowe kombinacje: {a,b}, {a.c}, {b,c}

Liczba k-elementowych kombinaciji zbioru n-elementowego wyraza sie

wzorem:.

!
G = () = o

Zadanie 1. Na ile sposobdw mozemy wylosowac cztery pytania z zestawu
sktadajgcego sie z 30 pytane

Zadanie 2. Na egzaminie student losuje trzy pytania ze zbioru 50 pytan. Na ile
réznych sposobdw moze dokonac wyboru?

Zadanie 3. Oblicz, na ile sposobdw mozna utworzy¢ piecioosobowq druzyne
sposrod:

a) oSmiu osob, b) dziewieciu oséb?
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Zadanie 4. W pewnym miescie koalicja dwoch klubow partii A i B liczy 32

osoby, z czego % tej liczby stanowiqg cztonkowie partii A. Oblicz, ile jest

mozliwosci wyboru szescioosobowej delegacii obu partii, w ktérej sktadzie
bedzie dwdch cztonkdw partii B.

Zadanie 5. W partii 20 sztuk towaru jest 18 sztuk zgodnych z normgq. Losujemy
bez zwracania 10 sztuk. Oblicz, ile jest mozliwosci, ze wsrdd nich jest 8 sztuk
wykonanych zgodnie z normg.

Zadanie 6. Wsrod dwudziestu zdjec jest 9 zdje¢ portretowych Zosi. Wyciggamy
losowo 3 zdjecia. Oblicz, ile jest mozliwosci wylosowania jednego, dwoch lub
trzech portretdéw Zosi.

Zadanie 7. Na egzaminie zdajgcy losuje 4 pytania. Oblicz, ile jest mozliwosci,
ze odpowie on pozytywnie na co najmniej 3 pytania, jezeli umie
odpowiedzie¢ tylko na 20 sposrdd 25 przygotowanych pytan
egzaminacyjnych.

Zadanie 8. Z urny zawierajgcej 7 kul czarnych i 5 biatych losujemy
jednoczesnie dwie kule. Na ile réznych sposobdw mozemy wylosowac:

a) kule réznokolorowe, b) kule jednokolorowe?

Zadanie 9. Z urny zawierajgcej 5 kul biatych, 3 zielone i jedng czarng losujemy
jednoczesnie trzy kule. Na ile réznych sposobdw mozemy wylosowac:

a) kule frzech roznych kolorow, c) kule dwodch kolorow

b) kule jednokolorowe?

Zadanie 10. 7 talii 52 kart losujemy 5 kart. Na ile sposobdw mozemy dokonac
losowania tak, aby wirdéd wylosowanych kart byty doktadnie dwie damy?
Zadanie 11. Z talii 52 kart losujemy 8 kart. Na ile réznych sposobdw mozemy
dokonac losowania tak, aby wsrdéd wylosowanych kart byty dwa asy, trzy
figury niebedqgce asem i trzy karty mtodsze od szostki?

Zadanie 12. Na ile roéznych sposobdw brydzysta moze otrzymadc

a) jednego asq, c) jednego asa i trzy damy,
b) co najwyzej jednego asa, d) jednego asa, dwa kréle i dwie
damye

Wskazdwka: Talia liczy 52 karty i kazdy gracz kolejno otrzymuje po 13 kart.

Zadanie 13. Na ile sposobdw mozna rozdac karty czterem brydzystom?

163



Temat: ROZWIAZYWANIE ZADAN ROZNYCH
Z ZASTOSOWANIEM KOMBINATORYKI

Zadanie 1. Ze zbioru cyfr {1,2,3,4,5.6,7} losujemy kolejno bez zwracania dwie
cyfry i zapisujemy je w kolejnosci losowan otrzymujgc liczbe dwucyfrowa. lle
sposrod tych liczb jest parzystych?

Zadanie 2. W rajdzie pieszym uczestniczy grupa mtodziezy sktadajgca sie z
pieciu harcerek i czterech harcerzy. Maszerujg w szyku zwanym ,,gesiego”. lle
istnieje roznych sposobdw ustawienia sie, jezeli harcerze nie mogg
sgsiadowac z harcerzami, a harcerki z harcerkami2

Zadanie 3. lle jest naturalnych liczb dwucyfrowych, ktérych cyfra dziesigtek
jest nieparzysta, a cyfra jednosci jest parzysta?2

Zadanie 4. lle jest liczb naturalnych trzycyfrowych, w ktorych kazda cyfra jest
inna i cyfrg jednosci jest 52

Zadanie 5. Pan Kowalski zapomniat szyfr do sejfu. Szyfr sktada sie z pieciu cyfr,
a pan Kowalski pamieta tylko, ze pierwsza z cyfr na pewno nie jest zerem,
ostatnia natomiast byta trojkq. lle réznych mozliwych pieciocyfrowych
ciggow moze byc¢ zapomnianym szyfrem?

Zadanie 4. Na ile sposobdw mozna ustawi¢ na potce 10 ksigzek tak, aby dwie
wybrane wczesniej ksigzki staty obok siebie?

Zadanie 7. W turnieju szachowym bierze udziat 4 chtopcow i 5 dziewczgt.
Kazdy zawodnik z kazdym rozegra jedng partie. Oblicz, o ile wiecej meczow
zostanie rozegranych miedzy zawodnikami te] samej ptci anizeli pomiedzy
zawodnikami roéznych pftci.

Zadanie 8. Ze zbioru {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} losujemy trzy razy bez zwracania po
jednej cyfrze i zapisujemy liczbe trzycyfrowq, ktdrej cyfrqg setek jest pierwsza
wylosowana liczba, cyfrqg dziesigtek — druga, a cyfrg jednosci trzecia z
wylosowanych cyfr. lle sposrdéd tych liczb jest liczb parzystych?

Zadanie 9. lle réznych wyrazéw (majgcych sens lub nie) mozna utworzy¢ z liter
stowa FUNKCJA?
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Zadanie 10. Z grupy siedmiu 0séb nalezy wybrac trzy osoby na trzy rézne,
niezalezne stanowiska. Na ile sposobdw mozna to zrobic?

Zadanie 11. Oblicz, ile jest roznych liczb trzycyfrowych, ktére mozna zapisac
za pomocq cyfr: 1,2, ..., 7.

Zadanie 12. W grze liczbowej losuje sie cztery liczby sposrdd pietnastu. Oblicz,
ile nalezy wypetic¢ kupondw, aby mie¢ pewnos¢ wygranej?

Zadanie 13. lle roznych liczb trzycyfrowych mozna utworzy¢ ze zbioru cyfr
{,2,3,4,5}, jezeli:

a) cyfry mogqg sie powtarzac, b) cyfry nie mogqg sie powtarzac.
Zadanie 14. Pewien biznesmen zapomniat hasta do zamka swojej dyplomatki.
Hasto jest liczbq siedmiocyfrowq zatozong z cyfr od 1 do 7 wtgcznie. Cyfry

w hasle nie powtarzajg sie i ostatnie trzy sg wybrane ze zbioru {1,2,3}. lle

mozliwosci w najgorszym wypadku trzeba sprawdzi¢, aby otworzyE zamek?
Zadanie 15. Sposrédd 8 monet jednoztotowych, 10 monet dwuztotowych i 12
monet piecioztotowych wybieramy 3 monety. Na ile sposobdw mozemy
wybrac¢ te monety, aby miaty ten sam nominate

Zadanie 16. W pigtek klasa ma 5 godzin lekcyjnych, w tym 1 lekcje
matematyki. Oblicz, na ile sposobdw mozna utozy< plan lekcji tego dnia,
jezeli:

a) ustawienie lekcji jest dowolne,

b) lekcja matematyki moze byc¢ jako pierwsza lub jako ostatnia?

Zadanie 17. Na ile sposobow mozna ustawic w szeregu grupe sktadajgcq sie
z 6 chtopcow i 5 dziewczat:

a) w dowolnym porzgdku,

b) tak, aby osoby tej samej ptci nie staty obok siebie.

Zadanie 18. lle jest liczb trzycyfrowych zapisanych za pomocqg jednej cyfry
podzielnej przez 4 i dwodch cyfr nie podzielnych przez 42

Zadanie 19. lle jest liczb dwucyfrowych o niepowtarzajgcych sie cyfrach
wiekszych od 65¢

Zadanie 20. Od domu wczasowego do podndza gory prowadzqg 4 trasy

autokarowe, a od podndza gory na szczyt wiodqg 3 szlaki turystyczne. Oblicz,
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ile réznych tras moze zaplanowac przewodnik wycieczki, jezeli ze wzgledow
poznawczych droga powrotna bedzie przebiegac:
a) Tg samaq trasa autokarowq ale innym szlakiem turystycznym,
b) Inng trasg autokarowq i innym szlakiem turystycznym?
Zadanie 21. Jest 6 koralikow: biaty, z6tty, zielony, czerwony, niebieski i czarny.
Na ile sposobdw mozna nawlec na nitki te koraliki, tak aby:
a) Koralik zielony i niebieski byty obok siebie
b) Koralik zielony i niebieski nie byty obok siebie?
Zadanie 22. lle jest liczb naturalnych trzycyfrowych, w ktorych kazda cyfra jest
inna i cyfrg jednosci jest 52
Zadanie 23. Losujemy kule z urny, w ktérej znajduje sie ? kul z numerami od 1
do 9. Wynikiem losowania jest liczba utworzona z cyfr na kolejno
wyjmowanych kulach. Ustal, ile réznych liczb mozemy ofrzymacg, jesli
wyjmujemy kolejno 5 kul i zadnej nie wrzucamy z powrotem do urny.
Zadanie 24. Litery, cyfry i inne znaki pisma zakodowane sg w komputerze za
pomocqg ciggu zer lub jedynek. Inaczej moéwiqgc, liczbowe kody tych znakow
przedstawione sg w systemie dwojkowym, czyli takim, w ktérym sq tylko dwie
cyfry: 0i 1. Na kod kazdego znaku przeznacza sie 1 bajt, fzn. oSmiowyrazowy
ciqg zer i jedynek.
a) lle najwiecej znakdéw mozna zakodowac tak, aby kazdy z nich
zajmowat 1 bajte
b) lle znakdw mozna by zakodowac za pomocg oSmiowyrazowego ciqgu
zer , jedynek lub dwdjek (tzn. gdyby na 1 bajcie zapisywac ten kod w
systemie tréjkowym)e
Zadanie 25. Kazdy znak alfabetu Braille’a to uktad wypuktych kropek
wybranych z podstawowego uktadu szesciu kropek. Oblicz, ile znakéw mozna
w ten sposdb utworzyc.
Wskazdwka: Tworzgc znak, decydujemy o kazdej kropce, czy bedzie wypukta
czy nie.
Zadanie 26. Na terenie matej stacji kolejowej jest osiem |latarni sygnatowych, z
ktorych kazda wysyta trzy swiatta: zétte, zielone i czerwone. Oblicz, ile réznych

sygnatéw mozna wtqgczycC.
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Zadanie 27. W konkursie ,,Taniec z gwiazdami” pary taneczne oceniato
czteroosobowe jury. Kazdy z sedzidw oceniat wystep notg od 1 do 10
punktow.

a) lle mozliwych wynikdw moze wystawic jury?

b) Przyjeto, ze do finatu przejdqg pary, ktérym kazdy cztonek jury wystawi
ocene nie mniejszg niz 8 punktow. lle takich wynikdw moze wystawic
czteroosobowe jury?

Zadanie 28. Na ile sposobdw mozna ustawi¢ na pdtce 10 ksigzek tak, aby
dwie wybrane wczesniej ksigzki staty obok siebie?

Zadanie 29. Z klasy, w ktorej jest 17 dziewczagt i 13chtopcodw, wybieramy
delegacje, w sktad ktérej wchodzq trzy dziewczyny i dwdch chtopcdw. Naile

sposobdw mozna to uczynic?e

LADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. Do autobusu wchodzg 3 kobiety i 2 mezczyzn, przy czym kobiety
przed mezczyznami. Liczba sposobdw, na jakie te osoby mogg wsigsc do
pojazdu jest rowna:

A. 5 B. 6 C.12 D. 120
Zadanie 2. Trzech chtopcow i dwie dziewczynki ustawiajqg sie w szeregu. Na ile
sposobow mogq to zrobic, jesli dziewczynki majqg stac z chtopcami
przemiennie?

A. 120 B. 8 C. 12 D. 5
Zadanie 3. W rzedzie ustawiamy piec osob. lle jest takich ustawien, aby osoby
A i B staty obok siebie?

A. 2 B. 8 C.24 D. 48
Zadanie 4. Na ile sposobdw moze sie ubrac Agnieszka, jezeli ma cztery rozne
spoédniczki, trzy rézne bluzeczkii pie¢ par butéw?e

A. 12 B. 60 C. 120 D. 17
Zadanie 5. Na ile sposobdw mogg sie ustawic w kolejce trzy kolezanki?

A. 3 B. 27 C.6 D.9
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Zadanie 6. Rzucamy dwa razy szescienng kostkg do gry. Podaj, naile

sposobdw moze zakonczy¢ sie to doswiadczenie:

A. 6 B. 12 C.30 D. 36
Zadanie 7. Wszystkich liczb dwucyfrowych, ktérych obie cyfry sg mniejsze od
6, jest:

A. 30 B. 36 C. 42 D. 49

Zadanie 8. Pie¢ osob: Asia, Basia, Czarek, Kasia i Tomek wybrato sie do kina.
Na ile sposobdw mogg te osoby usigsc w jednym rzedzie na pieciu kolejnych
miejscach tak, zeby Kasie i Tomka rozdzielata jedna osoba?

A. 48 B. 36 C.24 D.12
Zadanie 9. Ze schroniska na szczyt gory prowadzi szes$c tras. lle wycieczek
schronisko — szczyt — schronisko mozna zaplanowac tak, aby zejscie do
schroniska odbyto sie inng trasg niz wejscie na szczyte

A 11 B.12 C.30 D. 36
Zadanie 10. Liczba wszystkich sposobdw utworzenia nieparzystych liczb
trzycyfrowych o réznych cyfrach ze zbioru {0,1,2,3,4}, jest rowna:

A. 18 B.24 C. 36 D. 60
Zadanie 11. lle mozna utworzy<¢ liczb trzycyfrowych podzielnych przez 5, o
roznych cyfrach nalezgcych do zbioru {0,1,2,3,4,5}2

A. 40 B. 36 C.32 D. 28
Zadanie 12. lle jest roznych liczb czterocyfrowych, w ktérych cyfry mogg sie
powtarzac, mozna utworzy¢ z cyfr {0,1,2,3}2

A. 180 B.212 C.192 D. 186
Zadanie 13. Do fotografii rodzinnej ustawiaqjq sie rodzice, a przed nimi czworka
dzieci. Wszystkich mozliwych ustawien jest:

A. 6 B. 24 C.26 D. 48
Zadanie 14. Liczby 1,2,3,4,5,6 ustawiamy losowo w cigg. Wszystkich mozliwych
ustawien takich, ze liczby 1i é sgsiadujg ze sobqg (w dowolnej kolejnosci), jest:

A. 10 B.12 C. 48 D. 240
Zadanie 15. Na potce stoi 5 ksigzek, w tym 2 zbiory zadan z matematyki. lle
jest sposobdw ustawienia tych ksigzek na pobtce tak, aby zbiory staty obok
siebie?

A. 48 B. 24 C.120 D. 60
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Zadanie 14. Rzucono dwukrotnie szescienng kostkg do gry. lle jest mozliwych
wynikow rzutdw takich, ze w drugim rzucie otrzymamy liczbe oczek wiekszqg niz
W pierwszym rzucie?

A. 15 B.18 C.30 D. 25
Zadanie 17. Jezeli kazda z dziesieciu oséb podata reke na powitanie kazdej z
pozostatych osdb, to ile byto usciskodw dtoni?

A. 90 B. 100 C. 45 D. 10
Zadanie 18. Ze schroniska na szczyt prowadzqg trzy drogi. Wycieczke
schronisko — szczyt — schronisko mozna odby¢ na :

A. 3 sposoby B. 8 sposobdow C. 9 sposobdw  D. é sposobdw
Zadanie 19. Kod PIN karty bankomatowej sktada sie z czterech cyfr. lle jest
kodow PIN sktadajgcych sie z samych parzystych cyfre

A. 120 B. 625 C. 499 D. 60
Zadanie 20. 7 klasy, w ktorej jest 16 dziewczqgt i 12 chtopcow, wybieramy
dwuosobowq druzyne sktadajgcgq sie z chtopca i dziewczyny. Mozna to
zrobi¢ na:

A. 192 sposoby B. 190 sposobdw C. 28 sposobdw  D. 56 sposobow
Zadanie 21. Liczba trzycyfrowych licz parzystych o niepowtarzajgcych sie
cyfrach, ktére mozna utozy¢ z cyfr zbioru {0,1,2,3,7} jest rowna:

A. 21 B. 20 C.12 D.19
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Temat: PRAWDOPODOBIENSTWO KLASYCZNE

Def. Jezeli Q jest skonczonym zbiorem zdarzen elementarnych jednakowo

prawdopodobnych i zdarzenie A c Q, to prawdopodobienstwem zdarzenia A

nazywamy liczbe P(A4) = 5 gdzie 4 i Q to odpowiednio liczba elementéw

zbioru A i liczba elementdw zbioru Q.

Zadanie 1. Rzucamy jeden raz symetryczng kostkg do gry. Oblicz
prawdopodobienstwo ofrzymania:

a) parzystej liczby oczek

b) liczby oczek podzielnej przez 3

c) liczby oczek parzystej i podzielnej przez 3

d) liczby oczek parzystej lub podzielnej przez 3.
Zadanie 2. Ze zbioru liczb {1, 2, 3, ..., 10} losujemy jednq. Oblicz
prawdopodobienstwo ofrzymania:

a) Liczby parzyste]

b) Liczby podzielnej przez 3

c) Liczby podzielnej przez 4

d) Liczby podzielnej przez 5

e) Liczby parzystej lub podzielnej przez 3

f) liczby podzielnej przez 3 i przez 4

g) liczby pierwszej
Zadanie 3. 7 talii 52 kart wybieramy losowo jednq karte. Oblicz
prawdopodobienstwo otrzymania:

a) karty koloru pikowego,

b) asa,

c) karty koloru pikowego lub asa,

d) karty mtodszej od pigtki,

e) karty starszej od trojki.
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Zadanie 4. Rzucamy dwa razy symetryczng kostkg do gry. Oblicz
prawdopodobienstwo otrzymania:
a) szesciu oczek w pierwszym rzucie,
b) sze$ciu oczek w drugim rzucie,
C) szesciu oczek w co najmniej jednym rzucie,
d) réznych liczb oczek na obu kostkach,
e) sumy oczek rébwnej 6,
f) iloczynu oczek rbwnego 6.
Zadanie 5. Ze zbioru liczb {1, 2, 3,4, 5, 6, 7} losujemy kolejno dwa razy po jednej
liczbie
a) Ze zwracaniem
b) Bez zwracania
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen:
A - ofrzymamy dwa razy liczbe parzystg
B — pierwsza liczba bedzie parzysta, a druga bedzie nieparzysta

C - druga liczba bedzie nieparzysta

Zadanie 6. Pieciu chtopcow i pie¢ dziewczynek ustawia sie w szeregu w
sposodb losowy. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze zadne dwie osoby

tej samej pfci nie stojq obok siebie.

Zadanie 7. Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5} losujemy dwie liczby i zapisujemy w
kolejnosci wylosowania. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania liczby

podzielnej przez 5.

Zadanie 8. Rzucamy dwukrotnie kostkg do gry. Jakie jest

prawdopodobienstwo otrzymania w sumie co najmniej 8 oczek?

Zadanie 9. Ze zbioru cyfr {1,2,3,4,5,6,7} losujemy kolejno bez zwracania dwie
cyfry i zapisujemy je w kolejnosci losowan otrzymujgc liczbe dwucyfrowq,.

Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania liczby parzyste;.

Zadanie 10. Do windy stojgcej na parterze w budynku oSmiopietrowym
wsiadto 5 oséb. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wszystkie osoby

wysigdqg na réznych pietrach.
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Zadanie 11. W rajdzie pieszym uczestniczy grupa mtodziezy sktadajgca sie z
pieciu harcerek i czterech harcerzy. Maszerujg w szyku zwanym ,,gesiego”.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze harcerze nie sgsiadujg z harcerzami, a
harcerki z harcerkami.
Zadanie 12. W urnie jest 27 kul ponumerowanych liczbami od 5 do 31. Kule z
numerami od 5 do 10 sg czerwone, od 11 do 20 sq zielone, a pozostate zotte.
Losujemy jednqg kule. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wylosujemy
kule czerwong lub z numerem podzielnym przez 3.
Zadanie 13. Rzucamy tfrzema symetrycznymi monetami. Oblicz
prawdopodobienstwo wyrzucenia:

a) Doktadnie jednej reszki

b) Doktadnie dwdch reszek
Zadanie 14. W tabeli przedstawiono liczby poszczegdlnych ocen z

matematyki w klasie 3a:

Oceny cel bdb db dst dop ndst
Liczba | 4 7 12 5 1
ocen

Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany uczen z tej klasy ma z
matematyki ocene nizszg od sredniej ocen w klasie.

Zadanie 15. Rzucamy szescienng kostkg do gry i dwiema monetami. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze liczba wyrzuconych ortow jest rowna liczbie

wyrzuconych na kostce oczek.

LADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. Ze zbioru liczb {1,3,4} losujemy dwa razy ze zwracaniem po jednej
liczbie. Prawdopodobienstwo tego, ze za pierwszym razem wylosujemy liczbe

parzystqg, jest rowne:

Alr

A. = B. C.: D. =

9 2 3
Zadanie 2. 7 talii 24 kart losujemy jednq karte. Prawdopodobienstwo, ze
wybrana karta jest damg lub pikiem jest rowne:

A. ; B. L2 c.2 D.

24 24

&R
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Zadanie 3. Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5,6,7.8} losujemy jednq liczbe.
Prawdopodobienstwo wylosowania liczby pierwszej jest rowne:

A < B. C.- D.2
Zadanie 4. W pudetku znajdujqg sie tylko kule biate i czerwone. Stosunek liczby
kul biatych do liczby kul czerwonych jest rowny 2:3. Z pudetka losujemy jedng
kule. Prawdopodobienstwo wylosowania biatej kuli jest rowne:

1 2 1
A C B. - C.3 D.

w N

Zadanie 5. Rzucamy dwa razy szescienng kostkg do gry.
Prawdopodobienstwo wyrzucenia co najmniej raz liczby oczek podzielne;j

przez 3 jest rbwne:

N B.
9

O |w

c.2 D.
9

O |u

Zadanie 6. Rzucamy dwa razy szescienng kostkg do gry.
Prawdopodobienstwo zdarzenia: iloczyn wyrzuconych oczek jest mniejszy od

5 jest rowne:

N B.
4

o N

C.— D. =~
Zadanie 7. Rzucamy dwa razy szescienng kostkg do gry.
Prawdopodobienstwo zdarzenia: iloczyn wyrzuconych oczek jest rowny é
WYNOSi:

N B.
9

oIlN

C.L~ D.
36

olu

Zadanie 8. W pudetku jest piec razy wiecej kul czerwonych niz niebieskich.
Prawdopodobienstwo wylosowania jednej kuli niebieskiej jest rowne:

1 1 5 6
Zadanie 9. Rzucono trzy razy monetq. Prawdopodobienstwo, ze orzet wypadt
co najmniej jeden raz, jest rowne:

A L B.Z c.2 D.
8 8 8

®©|lw

Zadanie 10. Rzucono cztery razy monetq. Prawdopodobienstwo, ze reszka

wypadta co najmniej jeden raz, jest rowne:

A X B. i c. D.

16 16

B w
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Zadanie 11. Rzucamy dwa razy szescienng kostkg do gry.

Prawdopodobienstwo , ze wypadto dwa razy co najmniej 5 oczek, jest rowne:

1 1 1 1

Zadanie 12. Sposrdd liczb 20, 21, 22, ..., 40 wylosowano jednq.

Prawdopodobienstwo, ze jest to liczba podzielna przez 4, jest rowne:

A = B. & c.2 D. &
21

20 20 21
Zadanie 13. Rzucamy dwa razy szescienng kostkg do gry.
Prawdopodobienstwo , ze wypadta dwa razy parzysta liczba oczek jest

rowne:

N B.
4

N |-

c.i D.
3

[o 0 N

Zadanie 14. Rzucono kostkg do gry i dwiema monetami.
Prawdopodobienstwo, ze wyrzucono doktadnie jednego orta i 6 oczek na

kostce, jest rowne:

N B.
3

o=

C.: D.+~
2

12
Zadanie 15. Rzucono kostkg do gry i monetq. Prawdopodobienstwo, ze

wyrzucono reszke i co najwyzej 5 oczek jest:

A. Wieksze od %
B. Mniejsze od g
C. Réwne%

D. Mnigjsze od g
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Temat: WLASNOSCI PRAWDOPODOBIENSTWA

Twierdzenie. Niech Q bedzie skohczonym zbiorem zdarzeh elementarnych.
Jezeli P(A) jest prawdopodobienstwem zdarzenia A, gdzie A ¢ Q oraz:
1. Zdarzenie A jest zdarzeniem niemozliwym, to P(A)=0
2. Idarzenie A jest zdarzeniem pewnym, to P(A)=1
3.A+0 i A+0Q,100<P(A)<1.
Twierdzenie. Jezeli zdarzenia A i A sq zdarzeniami przeciwnymi , to
P(A)=1-P(4).
Twierdzenie. Niech Q bedzie przestrzeniq zdarzeh elementarnychi A ¢ Q oraz

B c Q. Wtedy: P(AUuB) =P(A)+P(B)—P(ANB).

Zadanie 1. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

a)A’, gdy P(A) = g b) A, gdy P(4") =2

7

Zadanie 2. Wiedzqc, ze % = 5 oblicz P(A) oraz P(4)).

Zadanie 3. Wiedzqgc, ze 16 - P(A) - P(A’) = 3, oblicz P(A).

Zadanie 4. Wiadomo, ze A U B jest zdarzeniem pewnym, zdarzenia A i B
przestrzeni Q wykluczajq sie oraz P(A)=0,57. Oblicz P(B).
Zadanie 5. Zdarzenia losowe A i B sq zawarte w przestrzeni Q. Wiedzqc, ze

A c Boraz P(AUB) = 0,9, oblicz P(B).
Zadanie 6. A i B sq zdarzeniami zawartymi w zbiorze Q, takimi, ze P(A) = 0,8 i
P(B) = 0,4. Sprawdz, czy zdarzenia A i B mogq sie wytgczac.
Zadanie 7. A i B sg zdarzeniami losowymi, takimi, ze B c A, P(A) =0,8i P(B) =
0,5. Oblicz P(A U B).
Zadanie 8. A i B sg zdarzeniami losowymi, takimi, ze B c A, P(A) =09i P(B) =
0,6. Oblicz P(A\B).
Zadanie 9. Wiedzqgc, ze P(A) = %,P(B) = 13—0,P(A UB) = % wykaz, ze zdarzenia A

i B przestrzeni Q wykluczqjq sie.
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Zadanie 10. Zdarzenia A i B sg zdarzeniami przestrzeni Q. Wiedzqgc, ze P(4A) = %

P(B) = ; P(AUB) = g sprawdz:
a) czy zdarzenie A jest przeciwne do zdarzenia B,
b) czy zdarzenia A i B wykluczagjq sie.
Zadanie 11. Zdarzenia A i B sg zdarzeniami przestrzeni Q. Wiedzgc, ze P(A') =
~ P(B") =+, P(AU B) ==, oblicz P(A), P(B), P(AnB).
Zadanie 12. W grupie 200 oséb 65% uczy sie jezyka angielskiego, 47% uczy sie
jezyka rosyjskiego, a 30% uczy sie obu tych jezykdw. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze wybrana losowo z tej grupy osoba nie uczy sie
zadnego z wymienionych jezykow.
Zadanie 13. W pewnym liceum sposrod stu ucznidow przystepujgcych do
matury piecdziesieciu zdawato matematyke, dwudziestu dziewieciu biologie,
trzynastu oba te przedmioty, a pozostali inne. Przyjmijmy:
Zdarzenie M —losowo wybrany uczen zdawat matematyke
Zdarzenie B — losowo wybrany uczen zdawat biologie.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany uczen:

a) Zdawat biologie i matematyke

b) Zdawat biologie lub matematyke
Zadanie 14. W grupie pracownikow pewnego biura 10% z nich zjada rano
ciepte sniadanie, 20% ciepty lunch, 25% ciepte sniadanie lub ciepty lunch.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana osoba z tej grupy
pracownikdw je zardwno ciepte Sniadanie jak i ciepty lunch.
Zadanie 15. Na stoliku w czytelni wytozone sg dwa czasopisma A i B.
Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze losowo odwiedzajgcy czytelnie uczen
przejrzy czasopismo A jest rowne 0,75, zdarzenie, ze przejrzy czasopismo A i nie
przejrzy czasopisma B, jest rowne 0,65, a zdarzenie, ze nie przejrzy zadnego
czasopisma, jest rowne 0,2. Oblicz prawdopodobienstwo, ze:

a) Przejrzy oba czasopisma,

b) Nie przejrzy czasopisma A, ale przejrzy czasopismo B.
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LADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. Wiadomo, ze A,B c Q, oraz P(A)=0,7, P(B)=0,5, P(AUB) = 1.
Latem:

A. P(ANnB)=0,5

B. P(ANB) =04

C.P(AnB)=0,3

D. P(ANB)=0,2
Zadanie 2. Wiadomo, ze A,B c Q, oraz P(A)=§, P(B)=§, P(ANB) = 13—0 Latem:

A. P(AUB) =

wIiN

B. PAUB) =1
C.P(B—A)=0,5
D. P(B—A) =04
Zadanie 3. 7 talii 24 kart wylosowano jednq karte. Prawdopodobienstwo, ze
wylosowano kiera lub asa, jest rowne:
2 3 5 11
A3 B. S C. 5 D.—
Zadanie 4. 7 talii 52 kart wylosowano jednq karte. Prawdopodobienstwo, ze
wylosowano pika lub krola, jest rowne:
1 4 16 17
A. 5 B. E C. 5 D. 5

Zadanie 5. Zdarzenia A i B zawarte sg w zbiorze Q i spetniajg warunki: P(A) = E

P(B) = % A c B. Woéwczas:
A. P(AUB) =

B. P(AUB) =

lw uln vk

C.P(AUB) =
D. P(AUB) =1
Zadanie 6. Zdarzenie A U B jest zdarzeniem pewnym, a prawdopodobienstwo
zdarzenia A n B jest rbwne 0,25. Wobec tego suma prawdopodobienstw
zdarzen Ai B jest rowna:

A. B.

Sw

C.1 D.

vl
o
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Zadanie 7. Wiadomo, ze P(4) = % P(B) = % a suma zdarzen A U B jest

zdarzeniem pewnym. Prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen A i B jest rowne:

A X B. = c.2 D.21
4 2

12 15

Zadanie 8. Dane sq dwa roztgczne zdarzenia A i B, takie, ze P(A) = % P(B) = %

Prawdopodobienstwo sumy zdarzen A i B jest rowne:

A X B.1 Cc.> D.
10

" 10

Temat: PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE I JEGO
WLASNOSCI

Twierdzenie. Jeili A i B sg zdarzeniami losowymi zawartymiw Qi P(B) > 0, to

prawdopodobienstwem zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B,

nazywamy liczbe P(A|B) = % Ponadto, poniewaz 0 < P(B) < 1,

wiec P(A|B) = P(AN B).

Zadanie 1. Ze zbioru liczb {1, 2, ..., 10} losujemy jednqg. Oblicz
prawdopodobienstwo otrzymania liczby podzielnej przez 3, jezeli wiadomo, ze
otrzymano liczbe parzystq.

Zadanie 2. Ze zbioru liczb {1, 2, ..., 12} losujemy jednqg. Oblicz
prawdopodobienstwo otrzymania liczby nieparzystej, jezeli wiadomo, ze
ofrzymano liczbe pierwszq.

Zadanie 3. 7 talii 52 kart losujemy jedng karte. Oblicz prawdopodobienstwo
otrzymania asa, jezeli wiadomo, ze ofrzymana karta jest pikiem.

Zadanie 4. 7 talii 52 kart losujemy jedng karte. Oblicz prawdopodobienstwo
otrzymania kiera, jezeli wiadomo, ze ofrzymana karta jest starsza od waleta.
Zadanie 5. Rzucamy symetryczng kostkg do gry. Oblicz prawdopodobiehstwo
otrzymania liczby oczek wiekszej od trzech, jezeli wiadomo, ze ofrzymano
parzystq liczbe oczek.

Zadanie 6. Z pojemnika, w ktérym znajduje sie piec kul biatych i szes¢

czarnych losujemy kolejno dwa razy po jednej kuli bez zwracania. Oblicz
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prawdopodobienstwo ofrzymania w drugim losowaniu kuli biatej, jezel
wiadomo, ze w pierwszym losowaniu otrzymalismy kule

a) biatq, b) czarnq.
Zadanie 7. Ze zbioru liczb {1, 2, ..., 7} losujemy dwa razy po jednej liczbie bez
zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo ofrzymania pary liczb, ktérych
iloczyn jest parzysty, jezeli wiadomo, ze suma wylosowanych liczb jest
parzysta.
Zadanie 8. Rzucamy dwa razy symeftryczng kostkg do gry. Oblicz
prawdopodobienstwo otrzymania dwoch széstek, jezeli wiadomo, ze:

a) W pierwszym rzucie ofrzymano széstke

b) Otrzymano co najmniej jednqg szostke
Zadanie 9. Z talii 52 kart losujemy piec¢ kart. Oblicz prawdopodobienstwo
otrzymania dwoch pikéw, jezeli wiadomo, ze wirdd wylosowanych kart:

a) jest as kier, c) jest doktadnie jeden kier,

b) sq doktadnie dwa kiery.
Zadanie 10. Dane sg dwa pojemniki. W pierwszym znajdujq sie frzy kule biate i
dwie czarne, a w drugim cztery biate i trzy czarne. Doswiadczenie polega na
losowym wyborze kuli z losowo wybranego pojemnika. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia: wylosujemy kule biatqg z pierwszego

pojemnika.
Temat: PRAWDOPODOBIENSTWO CALKOWITE

Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym
Jezeli zdarzenia By, B,, -+, B,, zawarte w przestrzeni zdarzen elementarnych Q
spetniajg warunki:

1. BinB;=0dlai+j

2. BjUB,U:-UB, =0

3. P(B))>0dlai=12,--,n

to dla kazdego zdarzenia A ¢ Q zachodzi rownosc¢
P(A) = P(A|By) - P(By) + P(A|B,) - P(B;)
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Zadanie 1. W pierwszym pojemniku sg 3 kule zielone i 5 biatych, a w drugim 4
kule zielone i 3 biate. Z pierwszego pojemnika przenosimy w sposob losowy
jednq kule do drugiego pojemnika, a nastepnie z drugiego pojemnika
losujemy jednqg kule. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania z drugiego
pojemnika kuli zielonej?

Zadanie 2. Na |oterii sg trzy pudetka z losami. W pierwszym pudetku jest 50
losow, w tym 3 wygrywajgce, w drugim 40 losdw, w tym 2 wygrywajgce, a w
trzecim 60 losow, w tym 4 wygrywajgce. Kupujgcy najpierw wybiera w sposob
losowy pudetko, a nastepnie z wylosowanego pudetka jeden los. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze kupi los wygrywajgcy?

Zadanie 3. W grupie ucznidéw klas trzecich pewnego gimnazjum 80% liczby
chtopcow i 75% liczby dziewczgt zadeklarowato, ze po ukonczeniu
gimnazjum bedqg kontynuowac¢ nauke w liceum ogolnoksztatcgcym. Liczba
chtopcow stanowi 55% wszystkich ucznidw klas trzecich. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze losowo wybrana osoba z tej grupy
zamierza kontynuowac¢ nauke w liceum ogodlnoksztatcgcym.

Zadanie 4. Strzelec A frafia do tarczy osiem na dziesiec¢ strzatow, a strzelec B
trafia dziewiec razy na dziesiec strzatdw. Sedzia rzuca dwiema symetrycznymi
monetami. Jezeli wypadnie co najmniej jeden orzet, to strzela strzelec A, a
jezeli bedzie miato miegjsce zdarzenie przeciwne, to strzela strzelec B. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wybrany strzelec trafi w tarcze.

Zadanie 5. Zbadano, ze wsrdd 10 000 mezczyzn 500 z nich jest daltonistami, a
wsrod 10 000 kobiet daltonistkami jest tylko 50. Sposrod grupy osdb, w sktad
ktérej wchodzito 400 mezczyzn i 600 kobiet, wybrano losowo jedng. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wylosowana osoba jest daltonistq.
Zadanie 6. Gracz w golfa ma w torbie szes¢ réznych kijdw golfowych, ale
tylko jeden z nich przeznaczony jest do kolejnego uderzenia w piteczke. Jezeli

golfista wybierze wtasciwy kij, to prawdopodobienstwo zdarzenia, ze bedzie

miat udany strzat piteczkq jest rowne % jesli wybierze niewtasciwy kij, to
prawdopodobienstwo bedzie rowne § Gracz losowo wycigga z torby jeden

kij. Oblicz prawdopodobienstwo, ze trafi piteczkg do celu.
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Temat: DOSWIADCZENIA WIELOETAPOWE- DRZEWKA

Reguta mnozenia dla drzew stochastycznych
Prawdopodobienstwo wyniku, ktéremu odpowiada dana gatgz drzewa, jest
rowne iloczynowi prawdopodobienstw przypisanych krawedziom, z ktérych

sktada sie dana gataz.

Zadanie 1. Z urny, w ktérej znajduje sie 5 kul biatych i 3 czerwone losujemy
jednq kule, zapisujemy jej kolor i wrzucamy do urny. Ponownie losujemy kule z
urny i zapisujemy jej kolor. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wylosowano:

a) dwie kule czerwone, b) kule czerwonq i biatq.
Zadanie 2. W szufladzie jest 7 dtugopisdw zielonych i 12 dtugopisdw czarnych.
Wybrano losowo 3 dtugopisy. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wszystkie bedqg
tego samego koloru.

Zadanie 3. W pewnej loterii przygotowano 100 loséw, z ktorych 10 wygrywa, a
2 losy uprawniajg do kolejnego losowania. Oblicz prawdopodobienstwo
wygranej przy zakupie jednego losu.

Zadanie 4. Mamy dwie urny. W pierwszej urnie sq 4 kule biate i 2 czarne, aw
drugiej 3 czarne i 3 biate. Rzucamy kostkg do gry i jesli wypadnie 1 lub 2
oczka, to losujemy kule z pierwszej urny.

W przeciwnym wypadku losujemy kule z drugiej urny. Jakie jest
prawdopodobienstwo,

ze w wyniku tego doswiadczenia wylosujemy kule biatg?

Zadanie 5. W pudetku znajduje sie 10 cukierkow czekoladowych, 8 krowek i 6
cukierkdbw owocowych. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wyciggniemy dwa
cukierki czekoladowe.

Zadanie 6. Rzucamy trzykrotnie symetryczng monetq. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze w trzecim rzucie wypadta reszka.

Zadanie 7. W ogrodzie dziadka Adama rosnie dwadziescia drzew, w tym
siedem to drzewa owocowe. Na szesciu drzewach ptaki uwity sobie gniazda,
z czego dwa z nich sg na drzewach owocowych. Dziadek pozwolit Adamowi
bawic sie w ogrodzie, ale zabronit mu wchodzi¢ na te drzewa, na ktérych sq

ptasie gniazda. Adam losowo wybrat sobie drzewo, na ktére zamierza wejsc.
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Oblicz prawdopodobienstwo zdarzeniaq, ze jest to drzewo, na ktdre nie wolno
mu wejsc.

Zadanie 8. Salon samochodowy prowadszi sprzedaz aut krajowych i
zagranicznych. Ze wzgledu na atrakcyjnosc¢ salon sprzedaje dwa razy wiecej
pojazdoéw krajowych niz zagranicznych. W czasie tfransportu ulega
uszkodzeniu 0,9% liczby samochodow krajowych i 1,5% liczby samochodow
zagranicznych. Klient dokonat zakupu auta w salonie. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze:

a) zakupit auto bez uszkodzen, b) zakupit samochdd posiadajgcy

uszkodzenia.

Temat: ROZWIAZYWANIE ZADAN ROZNYCH
Z PRAWDOPODOBIENISTWA

Zadanie 1. Rzucamy dwa razy kostkg do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
ofrzymania:

a) szesciu oczek w pierwszym rzucie,

b) sze$ciu oczek w drugim rzucie,

c) sumy oczek réwnej 6,

d) iloczynu oczek rownego 6,

e) iloczynu oczek wiekszego od 20,

f) iloczynu oczek mnigjszego od 14,

g) sumy oczek podzielnej przez 3.

Zadanie 2. Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5,6,7} losujemy jednoczesnie dwie liczby.
Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania:

a) dwoch liczb parzystych,

b) dwodch liczb nieparzystych,

c) dwodch liczb, ktérych suma jest parzysta.

Zadanie 3. Z pojemnika, w ktérym znajdujq sie 3 kule biate, 2 czarne i 4 zielone
losujemy kolejno 3 kule. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania :

a) kul trzech kolorow, b)kul jednego koloru, c) dwoch kul biatych.
Zadanie 4. Z szuflady, w ktérej znajduje sie 10 pitek tenisowych, w tym 6
nowych wyjmujemy 4 pitki. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania:
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a) 4 pitek nowych

b) 2 pitek nowych

c) Co najmniej 3 pitek nowych
Zadanie 5. 7 talii 52 kart losujemy 5 kart. Oblicz prawdopodobienstwo
otrzymania:

a) pieciu kierow,

b) dwoch kieréw i trzech pikdw,

c) dwoch kierow,

d) dwoch asow.

Zadanie 6. Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} wybieramy losowo jedng. Oblicz
prawdopodobienstwo otrzymania:

a) liczby parzystej,

b) liczby podzielnej przez 3,

c) liczby parzystej lub podzielnej przez 4.

Zadanie 7. Rzucamy dwa razy monetq. Oblicz prawdopodobienstwo
ofrzymania:

a) doktadnie raz ortq, b) co najmniej raz orta.
Zadanie 8. Rzucamy frzy razy monetq. Oblicz prawdopodobienstwo
wyrzucenia:

a) doktadnie dwa razy orta,

b) co najmniej dwa razy reszki,

c) kolejno reszki, orta, orta.

Zadanie 9. Z klasy liczgcej 12 dziewczgt i 8 chtopcow wybieramy
piecioosobowq delegacje. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen, ze w sktad
delegacji wejdaq:

a) 3 dziewczyny i 2 chtopcdow,

b) sami chtopcy,

c) co najmniej 3 chtopcow.

Zadanie 10. Z urny, w ktérej znajduje sie 5 kul biatych i 3 czerwone losujemy
jednq kule, zapisujemy jej kolor i wrzucamy do urny. Ponownie losujemy kule z
urny i zapisujemy jej kolor. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wylosowano:

a) 2 kule czerwone, b) kule czerwonq i biatqg.
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Zadanie 11. Z urny, w ktérej znajduje sie 5 kul biatych i 3 czerwone losujemy
jednoczesnie dwie kule. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania:

a) 2 kul czerwonych, b) kuli biatej i czerwone;.
Zadanie 12. Wsrdd szesciu kart znajdujqg sie 4 karty czerwone i 2 czarne. Karty
te tasujemy, wyciggamy losowo cztery razy po jednej karcie i uktadamy je w
jednym rzedzie w kolejnosci losowania. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia:

a) w rzedzie znajdujq sie tylko karty czerwone,

b) w rzedzie znajdujq sie doktadnie dwie karty czerwone,

C) w rzedzie pierwsza i trzecia karta sq czerwone.

Zadanie 13. Zdarzenia A i B sq zdarzeniami przestrzeni Q i spetniajg warunki:
AcBiP(A)=2 P(B) =3 0OblczP(AnB) i P(A'UB).

Zadanie 14. Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana liczba
trzycyfrowa ma wszystkie cyfry rézne od 1 i jest liczbqg parzystq.

Zadanie 15. Sposrdd cyfr 1, 2, 3, ..., 9 losujemy kolejno bez zwracania 3 cyfry i
tworzymy z nich liczbe trzycyfrowq. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

A- otrzymana liczba jest nieparzysta

B- ofrzymana liczba jest podzielna przez 25,

C- ofrzymana liczba jest wieksza od 237
Zadanie 16. Bal studnidwkowy rozpocznie sie polonezem. W pierwszej parze
tanczy¢ bedq dyrektor szkoty (mezczyzna) i uczennica z klasy trzeciej, a w
nastepnych parach pozostali uczniowie klasy trzeciej. Do tej klasy uczeszcza
17 dziewczqgti 16 chtopcow, sq wsrdd nich Alicja, Ewa i Bartek. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) Alicja bedzie tahczyc¢ z dyrektorem,

b) Ewa i Bartek zatanczqg razem w frzeciej parze,

Zadanie 17. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania liczby dwucyfrowej o
niepowtarzajgcych sie cyfrach, takich, ze cyfra jednosci jest wieksza od 4, a
cyfra dziesigtek jest mniejsza od 8.

Zadanie 18. W jednym dniu uczen ofrzymat dwie oceny: jednq z jezyka
polskiego, drugq z matematyki. Prawdopodobienstwo, ze dostat co najmniej

jedng pigtke jest rowne 0,7, ze dostat pigtke z jezyka polskiego jest rowne 0,4.
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Oblicz prawdopodobienstwo, ze dostat pigtke z matematyki, jezeli

prawdopodobienstwo, ze dostat pigtke z obu przedmiotéw jest rowne 0,2.

Zadanie 19. Z pojemnika, w ktérym sq trzy losy wygrywajgce i cztery losy puste,

losujemy dwa razy po jednym losie bez zwracania. Oblicz

prawdopodobienstwo, ze ofrzymamy doktadnie jeden los wygrywajgcy.

Temat: POWTORZENIE WIADOMOSCI -
PRAWDOPODOBIENSTWO

Sprawdz, czy juz umiesz:
v obliczac¢ wartosci wyrazen z silnig
obliczac¢ wartosci wyrazen w ktorych wystepuje symbol Newtona
korzystac z wzordw na liczbe permutacii
obliczac liczbe wariacji z powtdrzeniami i wariacji bez powtdrzen

korzystac z wzordw na liczbe kombinacii

N SEE N N NN

obliczy¢ zadania w ktdrych stosuje sie wzdr na prawdopodobienstwo
klasyczne
stosowac wtasnosci prawdopodobienstwa

rozwigzywac zadania z prawdopodobienstwa warunkowego

AN

rozwigzywac zadania z prawdopodobienstwa catkowitego

v rozwigzywac zadania wieloetapowe korzystajgc z metody drzewka.
Zadanie 1. Rzucamy jeden raz symetryczng kostkg do gry. Oblicz
prawdopodobienstwo otrzymania:

a) parzystej liczby oczek,

b) liczby oczek podzielnej przez 3,

c) liczby oczek parzystej i podzielnej przez 3,

d) liczby oczek parzystej lub podzielnej przez 3.

Zadanie 2. Ze zbioru liczb {1, 2, 3, ..., 10} losujemy jednq. Oblicz
prawdopodobienstwo ofrzymania:

a) liczby parzystej,

b) liczby podzielnej przez 3,

c) liczby podzielnej przez 4,

185



d) liczby podzielnej przez 5,
e) liczby parzystej lub podzielnej przez 3,
f) liczby podzielnej przez 3 i przez 4,

g) liczby pierwszej.

Zadanie 3. Z talii 52 kart wybieramy losowo jednq karte. Oblicz
prawdopodobienstwo ofrzymania:

a) karty koloru pikowego,

b) asa,

c) karty koloru pikowego lub asa,

d) karty mtodszej od pigtki,

e) karty starszej od trojki.

Zadanie 4. Pieciu chtopcow i pie¢ dziewczynek ustawia sie w szeregu w
sposodb losowy. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze zadne dwie osoby
tej samej pfci nie stojq obok siebie.

Zadanie 5. Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5} losujemy dwie liczby i zapisujemy w
kolejnosci wylosowania. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania liczby
podzielnej przez 5.

Zadanie 6. Rzucamy dwukrotnie kostkg do gry. Jakie jest
prawdopodobienstwo otrzymania w sumie co najmniej 8 oczek?

Zadanie 7. Ze zbioru cyfr {1,2,3,4,5,6,7} losujemy kolejno bez zwracania dwie
cyfry i zapisujemy je w kolejnosci losowan otrzymujgc liczbe dwucyfrowa. lle
sposrod tych liczb jest parzystych?

Zadanie 8. Wiadomo, ze P(4) = % P(B) = % a suma zdarzen A U B jest

zdarzeniem pewnym. Oblicz prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen A i B.
Zadanie 9. Do worka wrzucono 50 losow loteryjnych w tym 15
wygrywajgcych. Wyciggamy dwa losy. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
oba losy bedqg wygrywajgce?

Zadanie 10. Pan Kowalski zapomniat szyfr do sejfu. Szyfr sktada sie z pieciu
cyfr, a pan Kowalski pamieta tylko, ze pierwsza z cyfr na pewno jest pigtkqg, a
ostatnia natomiast na pewno nie byta siddemka. lle roznych mozliwych

pieciocyfrowych ciggdw moze byc zapomnianym szyfrem?
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Zadanie 11. Rzucamy jednocze$nie monetq i kostkg do gry.

a) Wypisz przestrzen zdarzehn elementarnych i okresl jej moc.

b) Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzeniu, ze wypadnie orzet

i parzysta liczba oczek.
c) Oblicz prawdopodobienstwo, ze wypadnie reszka i co najmniej 3
oczka.

Zadanie 12. 7 talii 52 kart losujemy jednqg karte.

a) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen:

A- Losowo wybrana karta jest pikiem
B- Losowo wybrana karta jest asem

b) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen AN B oraz AUB.
Zadanie 13. Losujemy jednq liczbe sposrdd liczb naturalnych dwucyfrowych.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze ta liczba jest podzielna przez 15.
Zadanie 14. Sposrdd cyfr: 1, 2, 3, 4, 5, 6 losujemy kolejno dwa razy po jednej
cyfrze ze zwracaniem. Tworzymy liczbe dwucyfrowg w ten sposdb, ze
pierwsza z wylosowanych cyfr jest cyfrq dziesigtek, a druga — cyfrg jednosci tej
liczby. Oblicz prawdopodobienstwo utworzenia liczby wiekszej od 43.
Zadanie 15. Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostkg do gry. Oblicz
prawdopodobienstwo nastepujgcego zdarzenia:
A —w kazdym rzucie wypadnie nieparzysta liczba oczek
B — suma oczek otrzymanych w obu rzutach jest liczbg wiekszg od 9
C - suma oczek otrzymanych w obu rzutach jest liczbg nieparzystq i wiekszg
od 9.
Zadanie 16. Marek ma wzig¢ udziat w konkursie, w ktérym bedzie odpowiadat
na pytania z biologii lub chemii. Wybdr przedmiotu bedzie dokonany przez
losowanie. Jezeli zostanie wylosowana biologia, to prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze Marek zdobedzie nagrode jest rowne 0,5, a jezeli bedzie to
chemia, to prawdopodobienstwo zdobycia nagrody przez Marka jest rowne
0.9. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze Marek zdobedzie nagrode?
Zadanie 17. Obliczono, ze jezeli uczen systematycznie odrabia zadang prace

domowq, to jego szanse na zdanie egzaminu sg rowne 0,8, jesli

niesystematycznie, to jego szanse sg rowne 0,4. Zaktadajgc, ze % liczby
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ucznidw danej klasy systematycznie odrabia zadane prace, oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze losowo wybrany uczen zda egzamin.
Zadanie 18. W peku frzydziestu kluczy, z ktorych czesc jest w kolorze ztotym, a
reszta w srebrnym, dziesiec jest firmy Gerdus i dwadziescia firmy Yetus. W
kolorze ztotym sqg dwa klucze firmy Gerdus, a piec firmy Yetus. Wybieramy
losowo jeden klucz. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze klucz jest
srebrny.

Zadanie 19. W pojemniku znajdujq sie kule: 4 biate, 5 niebieskich i 3 zotte.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze losujgc dwie kule z tego
pojemnika, wylosujemy kule tego samego koloru.

Zadanie 20. W pierwszym pojemniku znajdujq sie kule: 2 biate,3 niebieskie i 5
z0ttych, a w drugim pojemniku sg 3 kule biate, 4 z6tte i 2 niebieskie. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze losujgc po jednej kuli z kazdego
pojemnika, wylosujemy kule biatg i niebieskq.

Zadanie 21. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen: AUB, ANB, A\BiB\ A,
jezeliB c A, P(A) =0,7i P(B) = 0,4.

Zadanie 22.
a) Oblicz P(A N B) i P(A\B), jezeli wiadomo, ze P(A) =0,3, P(B) =0,8
iP(AuB)=0.,9.

b) ObliczP(ANB)iP(B\ A), jezeliwiadomo, ze P(A) =0,6 ,P(B)=0,7iAUB
jest zdarzeniem pewnym.

c) ObliczP(AuUB)iP(A\ B), jezeli wiadomo, ze P(A) == , P(B) = § i ANBjest

NI

zdarzeniem niemozliwym.

Zadanie 23. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A, wiedzqgc, ze:

a) 9P(A) - P(A') =2 b)%=3
Zadanie 24. W pierwszej urnie jest 8 kul biatych i 2 czarne, a w drugiej urnie sq
2 kule biate i n czarnych. Prawdopodobienstwo wylosowania czarnej kuli z
pierwszej urny jest o 0,2 mniejsze od prawdopodobienstwa wylosowania biatej

kuli z drugiej urny. Oblicz n.
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