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1. FUNKCJA LINIOWA

Temat: WZOR | WYKRES FUNKCJI LINIOWE)

Funkcje f okreSlong wzorem f(x) =ax+b, gdy xeR oraz a,b € R nazywamy funkcjq
liniowq.
Wykresem funkciji liniowej jest prosta o rownaniu y = ax+b

a — wspotczynnik kierunkowy prostej,
b — wyraz wolny

fixi=ax+h

Zadanie 1. Wskaz, ktdre z podanych wzordw sg wzorami funkciji liniowe;:

a) f(x) = —x +3 b) f(x) =V3x — 1 c) f(x) =2

d) fe0) =7 e) f(x) =72 f)fG) = 5~ 3x

Zadanie 2. Oblicz wartosci funkcji f dla argumentdéw x; i x,, gdy:
o)f(x)=§x—3, x;=0,x,=3 b) f(x) =4—-2x, x1,=2,%x%=5
c)f(x) =mx+5 x =0x,=-3 d) fx) =v2x—-1, x;=v2,x, =2
Zadanie 3. Naszkicuj wykres funkciji f:

a) f(x) = —2x+2 b) f(x) = 3x + 4 ) f(x) =5x+1

d) f(x) =—x e)f(X)=f ffx)=2

Zadanie 4. Sprawdz czy punkt A = (—1,1) nalezy do wykresu funkcji, gdy jest nim
prosta okreslona rownaniem:

a)2x+y+1=0 b)x+y=0 C)y:—%x—i-l.

Zadanie 5. Dana jest funkcja liniowa f(x) = 2x — 4.

a) Podaj wspodtrzedne dowolnego punktu nalezgcego do jej wykresu.
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b) Sprawdz, czy punkt P = (—=7; —18) nalezy do wykresu funkcji f.

Zadanie 6. Sprawdz czy punkt A = (—1, 1) nalezy do wykresu funkciji, gdy jest nim
prosta okreslona rownaniem 5x —y + 6 = 0.

Zadanie 7. Wykonaj wykres funkcji y = -2x+1 okreslonej na zbiorze liczb catkowitych.

Zadanie 8. Dla jakich wartosci parametru m wykres funkciji y = mx+2 przechodszi przez
[, 1l i1V ¢wiartke uktadu wspodtrzednych?

Zadanie 9. Dla jakich wartosci parametru n wykres funkcji y =2x+n przechodzi przez
[, Il i1V Ewiartke uktadu wspotrzednych?

Temat: INTERPRETACJA WSPOLCZYNNIKOW LICZBOWYCH WE WZORZE FUNKCJI
LINIOWEJ

Jesli wykres funkciji liniowe] okreslonej wzorem y =ax+b tworzy z osia x kgt ostry «a,
to a=tgo .

-kat « jest ostry, gdy a >0

- kat a jestrozwarty, gdy a <0

-kgt a=0",gdy a =0

Punkt przeciecia wykresu funkcji liniowej osig y — (0, b)

Monotonicznos¢ funkciji liniowej:

Funkcja liniowa okresSlona wzorem jest f(x) =ax+b
-rosnqca, gdy a >0

- malejgca, gdy a <0,

- stata, gdy a =0.

Wzajemne potozenie dwoch prostych:

k:y=ax+b 1 l:y=a,x+Db,

- proste kil sq rownolegte, gdy a, =a,
1

- proste kil sq prostopadte, gdy a,-a, =-1 (az = _a_j
1

- proste ki | przecinagjqg sie pod innym kagtem niz kgt prosty, gdy zaden z powyzszych
warunkéw nie zachodzi



Zadanie 1. Wykorzystujgc interpretacje wspdtczynnikdw liczbowych , sporzgdz wykres
funkciji okreslonej wzorem:

a) f(x)=3x+2 b) f(x)=-2x+1

c) f(x)=4x-2 d) f(x)=-5x-3

Zadanie 2. Okresl, czy funkcja jest rosngca, malejgca czy stata, gdy:

a) f(x) = 2x — 3 b) f(x) = —3x — 3 c) f(x) =2x -3
d)f(x) =4—x e) f(x) =-3 e) f(x) =5
Zadanie 3. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych funkcja liniowa:
a) f(x) =(m+ 1)x + 2 jest rosnqca b) f(x)=(2m-3)x+1 jestrosngca
c) g(x) =(7—-3m)x +2m—1jest malejgca d) f(x)=(4-5m)x -3 jest malejgca
e) h(x) = 2y —11m +3 jest stata f) f(x)= om _1x +8 jeststata
am+2 m+3

Zadanie 4. Wskaz pary prostych rownolegtych:

k:y=5x+2, l:y=2x—4, m:y =1,5x + 2
3
n:y =5x — 11, o:yzzx—l, p:y =2x + 1.

Zadanie 5. Wskaz pary prostych prostopadtych:
k:y=3x+2, l:y =0,5x —4, m:y =—2x +6,

1
n:y=—§x+1, 00cy=-02x—-3, p:y=5x+7

Zadanie 6. Okresl miare kgta « , jaki tworzy z osig x wykres funkcji okreSlonej wzorem:

a) f(x) =x—3 b) f(x) =V3x + 4

Of@)=-Cx+1 d) f(x) = —\3x — 2

Zadanie 7. Prosta k okreslona jest rownaniem y = \g—gx + 33.
a) Podaj miare kgta nachylenia prostej k do osi OX.
b) Czy prosta o rownaniu y = ‘/3—§x — 55 jest rownolegta do prostej k 2

c) Czy prosta o rownaniu y = —/3x — 22 jest prostopadta do prostej k 2
d) Podaj wspodtrzedne punktu wspdlnego prostej k i osi OY.



Zadanie 8. Odczytqgj z rysunku odpowiednie dane i oblicz miare kgta, jaki tworzy

z osig x wykres funkciji liniowej f.

a) o) Av

Temat: MIEJSCE ZEROWE | ZNAK FUNKCJI LINIOWEJ

Zadanie 1. Wyznacz miejsce zerowe funkcii:

a) f(x)=12x+4 b) f(x):—%x+5

c) f(x):%x d) f(x)=v2x+4

Zadanie 2. Dana jest funkcja f(x) = gx + 1. Naszkicuj jej wykres. Na podstawie wykresu

odpowiedz na nastepujgce pytania:
a) Jakie miejsce zerowe ma ta funkcjae

b) Dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje wartosc 32
c) Jaka jest wartos¢ tej funkcji dla argumentu x=-32
d) Dla jakich argumentoéw funkcja przyjmuje wartosci dodatnie?

e) Dla jakich argumentoéw funkcja przyjmuje wartosci ujemne?

Zadanie 3. Dla jakich argumentéw funkcja f(x) = —8x — 2 przyjmuje wartosci ujemne 2
Zadanie 4. Dla jakich argumentow funkcja f(x) =4x -3 przyjmuje wartosci dodatnie?
Zadanie 5. Dla jakich argumentéw funkcja f(x) = 3 X =2 przyjmuje wartosci
niedodatnie?

Zadanie 6. Wyznacz a wiedzqc, ze liczba 0,3 jest miejscem zerowym funkcji
h(x) = ax + 7.

Zadanie 7. Punkt M = (2; —6) nalezy do wykresu funkcji f(x) = ax + 4. Znajdz miejsce
zerowe funkciji f.



Zadanie 8. Miejscem zerowym funkciji f(x) = —2x + b jest liczba 1,5. Oblicz wartos¢
wspotczynnika b.

Zadanie 9. Funkcja f okreSlona jest wzorem f(x) =2x+ b. Wyznacz te wartosci
wspotczynnika b, dla ktérych miejsce zerowe funkciji f jest wieksze od 3%.

Zadanie 10. Dla ilu liczb catkowitych dodatnich funkcja g(x) = 0,2x — 7,4 przyjmuje
ujemne wartosci?

Zadanie 11. Dla jakich argumentow wartosci funkcji f(x) = —2x + 7 sq wieksze od
wartosci funkcji g(x) = 3x — 7?

Zadanie 12. Punkt M = (1; 3) nalezy do wykresu funkcji f(x)=ax-2. Znajdz miejsce
zerowe funkciji f.

Zadanie 13. Dana jest funkcja o wzorze f(x)= (1 -2a)x+ 3, xeR.

a) Wyznacz a tak, aby miejscem zerowym funkciji byta liczba 2.

b) Wyznacz wszystkie wartosci a, dla ktérych funkcja jest rosngca w zbiorze R.

Temat: WYZNACZANIE WZORU FUNKCJI LINIOWEJ

Zadanie 1. Wyznacz awiedzqgc, ze funkcja f(x) = ax + 4 dla argumentu 3 przyjmuje
wartos¢ 8.

1

Zadanie 2. Wyznacz b, wiedzqc, ze punkt P = (E; i) nalezy do wykresu funkciji

1
glx) = §x + b.

Zadanie 3. Napisz wzor funkcji liniowej ktérej wykres przechodzi przez punkty:
a)A=(0,2) i B=(1,7) b)A=(0,-2)i B=(1,4)
c)A=(3,1)i B=(-2,5) d)A=(4,-2)i B=(—-1,3)

Zadanie 4. Do wykresu funkcijiliniowej nalezg punkty A = (0,4) i B = (2,0) Napisz jej wzor.

Sprawdz czy dla argumentu x :% warto$é funkcji £ jest réwna 3-4/3 .



Zadanie 5. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkciji liniowej f. Napisz wzor tej funkcii
oraz rozwigz nierdownosc 2+ f(x) —8 =0

[y

/

Zadanie 6. Znajdz wzor funkciji liniowej f, ktdrej wykres przechodzi przez punkt A i jest
rownolegty do wykresu funkcji g, gdy:

a) A=0(43)i gx)=3x+7.

b) A=(-25)i gx) =2x-3

c) A=02,-1)i gx) =%x+4

d A=@GB,1i glx)=-5

Zadanie 7. Znajdz wzor funkciji liniowej f, ktdrej wykres przechodzi przez punkt A i jest
prostopadty do wykresu funkcji g , gdy:
a) A=(2,-5) i gx) =2x—-3

o) A=(1,2) i g(x):%x+4

c) A=01,-2)i glx)=2x+4

Zadanie 8. Napisz wzor funkciji liniowej ktérej wykres przechodzi przez punkt A oraz jest
nachylony do osi OX pod kgtem «a, jesli:
a) a=30°orazA = (/3;2) b) a =120°0razA = (-1;1)

C) a=45°0raz A = (3%; %) d) a =150° oraz A = (3v3; —-3)

Zadanie 9. Zapisz wzor funkciji liniowej, ktorej wykres przedstawiony jest na rysunku.
a)




a 1 2
B\

Zadanie 10. Znajdz wzor funkciji liniowej f wiedzgc, ze:

a) jej wykres przecina 0§ OY w punkcie o rzednej 4, a 2 jest miejscem zerowym
funkciji f;

b) jej wykres przechodzi przez punkty A = (1;2) i B = (5;6);

C) jej wykres przechodzi przez punkt C = (4;-3) i jest rownolegty do wykresu funkciji
gx)=3x+7;

d) jej wykres jest nachylony do osi OX pod kgtem 60° i przechodzi przez punkt

D = (1;3);

e) f nie przyjmuje wartosci dodatnich i f(22) = —-3;

f) jej wykres przechodzi przez punkty E = (12;5) i jest prostopadty do wykresu funkciji
h(x) = 6x — 4.

Zadanie 11. Dana jest funkcja o wzorze f(x) = —?x +4—-b, x€E€R

a) Podaj miare kgta nachylenia wykresu funkcji do osi OX.

b) Wyznacz wszystkie liczby b, dla ktérych miejsce zerowe funkciji jest liczbg wiekszg
od 543,

c) Napisz wzor funkciji liniowej g, ktdrej wykres jest prostopadty do wykresu funkcji

f i przechodzi przez punkt A(=+/3, 1).

Zadanie 12. Wyznacz wzor funkciji liniowej f, ktéra dla kazdego xeR spetnia warunek

a) f2x—1) =—6x+4, b) f(4x +8) =2x + 11

Zadanie 13. Wyznacz a, wiedzqgc, ze wykresy funkcji f(x) =3x -3 ig(x) = (a—3)x + 3
nie majg punktow wspolnych.



Temat: FUNKCJA LINIOWA W ZASTOSOWANIACH

Zadanie 1. Magda i Ola podjety wakacyjng prace w dwodch réznych pizzeriach.

Magda ofrzymuje statqg dzienng stawke w wysokosci 26 zt oraz 80 gr za kazdg

dostarczong klientowi pizze. Ola podpisata umowe, ktéra gwarantuje jej statg stawke

dzienng w wysokosci 14 zt oraz 1,10 zt za kazdg dostarczona pizze.

a) Zapisz wzor funkciji opisujgcy zarobki Magdy i wzdr funkcji opisujgcy zarobki Ol
w zaleznosci od ilosci dostarczonych pizz.

b) Ktéra z dziewczqgt wybrata korzystniejsze warunki pracy przy zatozeniu, ze dzienna
Srednia liczba dostaw wynosi 30 pizze

c) Przy jakiej liczbie dostaw dzienny zarobek obu dziewczgt bedzie identyczny?e

Zadanie 2. Koszt przejazdu taksowkg sktada sie z optaty wstepnej wynoszqcej 6 zt oraz
optaty za kazdy przejechany kilometr rownej 1,80 zt.

a) Wyraz wzorem funkcje przyporzgdkowujgcq liczbie przejechanych kilometrow koszt
przejozdu.

b) lle zaptacimy za przejechanie taksowkg 10 km?

c) lle kilometrow przejechalismy, jesli zaptacilismy 45,60 zt2

d) Czy 36 zt wystarczy na przejechanie 17 km?@

Zadanie 3. Kolarz przejechat droge dtugosci 180 km ze statg predkoscig 45km/h.
Napisz wzor funkcji, okreslajgcy odlegtos¢ kolarza od mety w zaleznosci od czasu
jazdy. Naszkicuj wykres tej funkciji.

Zadanie 4. Samochodd zuzywa srednio 6 litrow benzyny na 100 km.

W jego baku znajduje sie 24 litry paliwa.

a) Napisz wzor funkcji opisujgcej liczbe litrow benzyny, jaka pozostata w baku
w zaleznosci od liczby przejechanych kilometrow. Wprowadz oznaczenia:

x — liczba przejechanych kilometrow, y — liczba litrow paliwa.

b) Naile kilometrow jazdy wystarczy paliwo znajdujgce sie w baku?

Zadanie 5. Jeden z pracownikdw pewnej firmy otrzymuje statq pensje miesieczng
za 168 przepracowanych godzin oraz dodatkowe wynagrodzenie za nadgodziny.
Stawka za godzine nadliczbowq jest o 50% wieksza niz stawka za godzine etatowq.

W styczniu pracownik ten miat 8 nadgodzin i otrzymat razem 2700 zt.

a) Oblicz stawke za godzine nadliczbowq oraz stawke za godzine etatowq.

b) Napisz wzor funkciji wyrazajgcej wynagrodzenie pracownika w zaleznosci od liczby
przepracowanych godzin nadliczbowych.

Zadanie 6. Pompa w ciggu 8 godzin wypompowata 54 800 litréw wody.
a) Oblicz, ile litrow wody wypompuje ta pompa w ciggu godziny

b) Oblicz, ile litrdw wody wypompuje ta pompa w ciggu 12,5 godzin



c) Napisz wzoér okreslajgcey liczbe litrow wypompowanej wody w ciggu x godzin przez
pompe.

Zadanie 7. Zaleznos¢ temperatury w skali Fahrenheita (°F) od temperatury Celsjusza
(°C) wyraza wzor y=§x+32, gdzie y i x to odpowiednio temperatury w skali

Fahrenheita i Celsjusza.
a) Oblicz, w jakiej temperaturze skali °F wrze woda, zaktadajgc, ze woda wrze
w temperaturze 100°C.

b) Temperatura wody w basenie wynosi 68 °F; wyraz te temperature w skali Celsjusza.

Temat: PRZYKLADY FUNKCJI, KTORYCH WYKRESEM JEST SUMA ODCINKOW LUB
POLPROSTYCH

Zadanie 1. Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z wykresu jej miejsca zerowe.

—x+3 dla x<0
x dla x>0

a) f(x)={

—-2x+3 dla x<1

) 1:()():{3x—2 dla xx>1

-2 dla x<3
—x+2 dla x=3

c) f(x)={

Zadanie 2. Ponizej zamieszczono fragment wykresu funkcii f okreSlonej w zbiorze liczb
rzeczywistych. Zapisz wzor funkciji f.
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x—2 dlax >3

Zadanie 3. Naszkicuj wykres funkciji f(x) = {_lx dlax < 3
- .

a) Oblicz miejsce zerowe funkcii.
b) Oblicz f(5).

2x+5 dla x € (—o0,—1)

Zadanie 4. Dana jest funkcja f(x) = {_x +2 dla x €< —1,+0)

a) Oblicz miejsca zerowe funkciji.
b) Oblicz wspotrzedne punktu w ktorym wykres przecina o§ OY.

Zadanie 5. Naszkicuj wykres funkciji
x+2 dla Xe(—oo,—l)

f(x) = <—x dla xe(-1,1)
x—2 dla xe(1,+»)

a) Oblicz miejsca zerowe funkciji f oraz wspotrzedne punktu wspolnego wykresu funkciji
f iosiOY.

b) Wyznacz algebraicznie zbiér tych argumentdw, dla ktdérych funkcja f przyjmuje
wartosci nieujemne.

c) Oblicz wartosc¢ funkcji f dla argumentu 6.

Zadanie 6. Napisz wzor funkcji f z uzyciem klamry, gdy:
a) f(x)=|x| b) f(x)=[x-5]
c) f(x)=|x+2] d) f(x)=|x+3]+x

Temat: POWTORZENIE WIADOMOSCI - FUNKCJA LINIOWA

SPRAWDZ, CZY JUZ UMIESZ:

naszkicowac wykres funkciji liniowej,
obliczy¢ wartos¢ funkcji dla podanego argumentu,
wskazac argument, dla ktérego funkcja przyjmuje podang wartosc,
okreSla¢ na podstawie wspdtczynnikdw liczbowych funkcji liniowej: punkt
przeciecia, wykresu funkcji liniowej z osig OY, monotonicznos¢ funkcji, kat
nachylenia wykresu, funkcji do osi OX, wzajemne potozenie wykresdw funkcji
liniowej na ptaszczyznie,
v oblicza¢ miejsca zerowe funkciji liniowe;j,
v wyznacza¢ argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie,
ujemne, niedodatnie oraz nieuvjemne,
v wyznaczac¢ wzér funkciji liniowej, gdy podane sg nastepujgce informacje:
e dwa punkty nalezgce do wykresu funkciji liniowej,
e kgt nachylenia prostej do osi OX oraz punkt, ktéry do niej nalezy,
11
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e wzOr funkcji liniowej, ktorej wykres jest rownolegty (prostopadty)
do wykresu szukanej funkciji oraz punkt, ktéry do niego nalezy,

ZADANIA POWTORZENIOWE

1

Zadanie 1. Punkt P = (5&) nalezy do wykresu funkcji g(x) = &x + b. Wobec tego:

A.b=— B.bh==: C.p=1 D.p=2S

1
12 6 3 12

Zadanie 2. Prosta o wspotczynniku kierunkowym a = 2 przechodzgca przez punkt
P=(0,-5) ma postac:

A.y=-2x+5 B.y=2x—-5 Cy=2x+5 Dy =2x

Zadanie 3. Funkcja f(x) = ax + 4 dla argumentu 3 przyjmuje wartos¢ 8. Wobec tego:
8 4

A.a=—- B.a=—- Ca=12 D g=2
3 3 3 3

Zadanie 4. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x) = 3x + 2. Jej wykresem jest prosta
rownolegta do wykresu funkcji h okreslonej wzorem:

A.h(x) =—-3x—-2 B.h(x) =3x—-2 C.h(x) =2x+3 D.h(x)=2x-3

Zadanie 5. Wskaz rownanie prostej rownolegtej do prostej o rownaniv  y = 2x — 7:

Ay=-2x-7 B.y=—%x—7 C.y=%x+2 D.y=2x-1

Zadanie 6. Ktére z rownan opisuje prostqg prostopadtg do prostej o rownaniu
y =—4x + 52
A.y=4x+3 B.y=ix+5 C.y=—ix+2 D.y=—4x+2

Zadanie 7. Funkcja liniowa f okreslona wzorem f(x) = (m — 1)x — 2 jest rosngca, gdy:
A m<O0 Bm=1 C.m>0 Dm>1

Zadanie 8. Funkcja liniowa f okreslona wzorem f(x) = (m +v3)x — V3 jest malejaca,
gdy:
A.m < —/3 B.m=+3 C.m>+3 D.m=0
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Zadanie 9. Punkt przeciecia sie wykresow funkciji liniowych okreslonych wzorami
y =2x+4iy =3lezy w uktadzie wspdtrzednych w ¢wiartce:

A. Pierwszej B. drugiej C. frzeciej D. czwartej

Zadanie 10. Dla jakiej wartosci k wykres funkcjiy = 3x + 5 — k przecina 0§ y w punkcie
(0,7):

A k=2 B. k=12 C.k=-2 D.k=5

Zadanie 11. Funkcja na rysunku ponizej jest okresSlona wzorem:

A. f(x)=—%x+1

3
() =—=x+1
B (x) n +

C. f(x)=-3x+1

D. D. f(x)=-4x+1

Zadanie 12. Wykresem funkcji f(x)= 6 - 2x jest prosta, ktéra przecina 0§ OX
W punkcie:
A. (0,2) B. (2,0) C. (0,3) D. (3,0)

Zadanie 13. Funkcja liniowa okreslona wzorem f (x) = —/2x + 4. Miejscem zerowym
tej funkciji jest liczba:

A.—242 B. % C. A2 D. 2.2

Zadnie 14. Miejscem zerowym funkcji liniowej f okreslonej wzorem f(x) = V5(x — v2)
jest liczba:

A.—/5 B.V2 C.V3 D.V7

Zadanie 15. Funkcja liniowa g okreslona wzorem g(x) = (m + 5)x — 4 nie ma miejsc
zerowych dla m réownego:

A.-5 B. -4 C. 4 D.5

13



Zadanie 16. Funkcja liniowa okresSlona wzorem y = —2x + 8 przyjmuje wartosci
vjemne, gdy:

Ax <4 B.m>4 C.x>-4 D.x< -4

Zadanie 17. Funkcja liniowa: f(x) = —% X + 4 przyjmuje wartosci ujemne dla:

A.X<6 B. x>6 C. x>-6 D.x< -6

Zadanie 18. Do wykresu funkciji liniowej f nalezg punkty A = (2, 3) i B = (-2, 5).

Funkcja f ma wzor:

A.f(x):%x+6 B. f(x)=_%x+2 C. f(x):_%x+4 D. f(x)zngrz

Zadanie 19. Prosta y=ax+b ,dlaa < 0 i b > 0 przechodz przez cwiartki:
AL B.IL L IV C. 1L, 1V D.LILIV

Zadanie 20. Prosta o rownaniu y = -2x + (3m + 3) przecina w uktadzie wspotrzednych
0$ OY w punkcie (0; 2). Wtedy:

1 5
Am=-=< B.m=—= m==z D m=2
3 3 Cm=3 3

Zadanie 21. Znajdz wzér funkciji liniowe;j f, ktérej wykres przechodzi przez punkt
A= (-2,5) i jest prostopadty do wykresu funkcji g(x) =2x-3.

Zadanie 22. Znajdz wzér funkciji liniowe;j f, ktérej wykres jest nachylony do osi
OX pod kgtem 60° i przechodzi przez punkt D = (1,3).

Zadanie 23. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x) = 5x + 3.
a) Podaj wspodtrzedne punktu przeciecia wykresu funkciji f z osig OY.
b) Wyznacz te argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci wieksze od é.

Zadanie 24. Wykres funkcji f(x) = 2x + 27 i prosta o rownaniu y = x + 17 przecinqjq sie
w punkcie K. Wyznacz wspotrzedne punkiu K.
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2. ROWNANIA KWADRATOWE

Rownanie postaci ax?2 + bx + ¢ = 0, gdzie a # 0 nazywamy réwnaniem kwadratowym
lub fréjmianem kwadratowym.

W zaleznosci od wartosci wspdtczynnikdw a, b, ¢ rownania kwadratowe dzielimy
Nna zupetne i niezupetne.

Rownania kwadratowe zupetne to takie, w ktérych wszystkie wspdtczynniki a, b, ¢ sg
rézne od zera. Rownanie kwadratowe niezupetne fo takie, w ktdrych wspdtczynnik

a # 0, ale przynajmniej jeden ze wspotczynnikdw b, ¢ jest rbwny zero.

Temat: ROWNANIA KWADRATOWE NIEZUPELNE

Réwnanie kwadratowe niezupetne (a # 0)
* Rdwnanie postaci ax2 = 0 posiada jeden pierwiastek x =0,
e Rbwnanie postaci ax? + bx = 0 posiada dwa pierwiastki

-b
X :O, Xy,=—
1 2 a

* Rdwnanie postaci ax2+c =0:
- hie ma rozwigzania gdy a-c >0

- posiada dwa pierwiastkigdy a-¢ <0
[ ¢ [ ¢
Xl= - _g ’ XZ= _g

Zadanie 1. Napisz rownanie kwadratowe w postaci ax® +bx+c=0. Okreél, czy jest to
rownanie zupetne, czy niezupetne, gdy:

o)a=\/§, b=0, c=-2 b) a=1 b=-/5 c=2

1 3 1

a=-2, b=1 c=0 a=—, b=——, c==

c) d) a=7 4 8
e)a=-3, b=0, c=1 f)azé, b=-2, ¢=0

Zadanie 2. Sprawdz, ktéra z liczb: -1, 0, 1 jest pierwiastkiem rownania kwadratowego:
a) x*-1=0 b) 2x* —=5x=0
c) 2x* =x-3=0 d) 3x* =0

Zadanie 3. Rozwigz rdwnanie:

a) —5x2 =0 o) %xz -0 c) x*-16=0
d) 3x*-12=0 e) 2x> —6x=0 f) —3x* +12x=0
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g) 4x*-100=0 h) —4x*+49=0 i) 4x* -9x=0
i) —2x*-14=0 k) 7x*> +x=0 ) 2x* -16=0
m) 4x* = 8x n) 2x*+50=0 0) 9x* —36 =5x?

Zadanie 4. Uporzgdkujirozwigz rownania:

a) X(x+7) =2x(x-23) b) (x-1)% = 26— 2x
c) (x+1)* =2x+10 d) (x—3)* = 2(x* —3x)
e) (2+5x)? =19x + (x —4)(x +5) f)2(x —1)2=x+2

Temat: ROWNANIA KWADRATOWE ZUPELNE

Liczba rozwigzan rownania kwadratowego zalezy od wartosci wyrdznika
A =b? - 4ac.
W zaleznosci od wyrdznika A:
- rownanie kwadratowe posiada dwa rozwigzania dia A > 0.
- rownanie kwadratowe posiada jedno rozwigzanie dla A =0,
- rdwnanie kwadratowe nie posiada rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych
dla A <0,
—b—+/A . b+ JA

Dla A > 0 ofrzymamy dwa rozwigzania: x, = 5 5 5
a a

Dla A = 0 jedynym rozwigzaniem jest x = ;—a

Zadanie 1. Okrell liczbe pierwiastkow réwnania:

a) 2x* +3x-2=0 b) —4x* +2x-1=0 c) x*—4x+4=0
d) V2x? -3x+42=0  e) —2x*—4x-4=0 f) X2—7x+6=0
g) 3x* +5x+6=0 h) —%x2+2x—3:0 i) x*=x+2=0

Zadanie 2. Rozwigz rownanie:

a) x> —4x-5=0 b) x* +3x =28 c) 2x* +7x—4=0
d) %x2+3x+9=0 e) 2x> —x+5=0 f) x* -10x+25=0
g) x*-6x-7=0 h) x* -4x+25=0 i) —2x* +x+3=0
) x2—x+%:0 k) x> +5x+8=0 ) —x*—-20x-75=0
m) 4x? —4x+1=0 n) %x2—1%x=—2 o) x2—5x =6
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Zadanie 3. Rozwigz rbwnania:

a) 5x(x—3) +4(x+4) =31-7x° b) Bx+2)(x-1)-13=2x(2-X)
c) (y-2°=y-5 d) (3x-5)* = (8x +3)?

e) 36— (4x+2)2 =0 f) 9-(2x+3)2 =0

g) (x+3)*+6(x+3)=16 h) 3y -1)% =4y(2y -1)

i) (x=2)>-9=0 j) (x=D*-4=0

X(x+4)  x(x-8)
2 4

k) (x-3)*> =8—-4x 1)

Zadanie 4. Rozwigz rownanie dokonujgc podstawienia:

al 9-(% 6.2 9=0 o) 4-("—_1) +4.(X—‘1j—15=o
2 3 3
c) (X;?jz—lo-(ﬂj—24:0 d) [x+1jz—8[x+1j+l5:0
3 3 2 2

Temat: ROZWIAZYWANIE ZADAN PROWADZACYCH DO ROZWIAZYWANIA ROWNAN
KWADRATOWYCH

Zadanie 1. Wyznacz dwie liczby, z ktérych jedna jest mnigjsza od drugiej o 4,
aichiloczyn jest rowny 5.

Zadanie 2. Wyznacz dwie kolejne liczby naturalne, ktérych iloczyn jest rowny 30.

Zadanie 3. lloczyn dwodch liczb naturalnych jest rowny 117. Wyznacz je, jesli jedna
jest o 4 mniejsza od drugie;.

Zadanie 4. Wiedzgc, ze liczba przekgtnych wielokgta wypuktego o n bokach

n(n-23)
2

okreslona jest wzorem , ustal liczbe bokdw wielokgta wypuktego, ktéry ma 1710

przekgtnych.

Zadanie 5. Boki prostokgta sg kolejnymi liczbami naturalnymi. Oblicz jego obwod, jesli
pole trojkgta wynosi 156cm?.

Zadanie 6. Oblicz dtugosci bokdéw prostokata, ktdrego jeden z bokdw jest wiekszy
od drugiego o 1cm, a przekgtna prostokgta ma dtugosc 5cm.
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Zadanie 7. Oblicz dtugosci bokdw prostokgta, ktérego obwdd jest rowny 12cm,
a pole 5ecm? .

Zadanie 8. Suma kwadratow trzech kolejnych nieparzystych liczb naturalnych jest
rowna 251. Znajdz te liczby.

Zadanie 9. Wiedzqgc, ze suma kwadratow trzech kolejnych liczb naturalnych jest rowna
29 znqjdz te liczby.

Zadanie 10. Wiedzgc, ze suma kwadratow dwoch kolejnych liczb parzystych jest
rowna 244 znajdz te liczby.

Zadanie 11. Wiedzgc, ze suma kwadratow dwodch kolejnych liczb nieparzystych
jest rowna 290, znajdz te liczby.

Zadanie 12. Oblicz dtugosci bokdw frojkgta prostokgtnego, wiedzgc, ze sq one
kolejnymi:

a) liczbami naturalnymi.

b) parzystymi liczbami naturalnymi.

Temat: SUMA | ILOCZYN PIERWIASTKOW ROWNANIA KWADRATOWEGO
Wzory Viete'a
Liczby x, i x, sq pierwiastkami rownania kwadratowego ax? + bx + ¢ = 0 wtedy i tylko

wtedy, gdy:

X, + X _-h i x.x, =C
=2 X, =
! a ! a

Réwnanie kwadratowe ax? + bx + ¢ =0, w ktérym a=0 i A >0 ma dwa pierwiastki
X, 1 X,:

* roznych znakdw, gdy X, - x, <0
* jednakowych znakdw, gdy x, -x, >0

_ X X, >0
* dodatnie, gdy
X, +X, >0

X X, >0

* ujemne, gdy {x <0
1 2
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Zadanie 1. Sprawdz, czy rownanie ma dwa pierwiastki. Jesli tak, to stosujgc wzory
Viete'a wyznaczich sume iiloczyn.

a) 2x* +5x+1=0 b) 3x* —2x-3=0
c) 7x* —14x-2=0 d) —2x* +3x+1=0
e) x> +7x+2=0 f) 3x>* -5x—4=0

Zadanie 2. Sprawdz, czy rownanie ma dwa pierwiastki. Jesli tak, to stosujgc wzory
Viete'a, oblicz wartosci wskazanych wyrazen:

1) X +X,= 2) X X, =

3) 2x%, = (X, +X,) = 4) X12+X22:

a) x> -7x+10=0 b) x* —11x+24=0 c) x? +15x+44=0
d) x> +12x-85=0 e) —x? +15x+100=0 f) x* —3x—40=0

Zadanie 3. Co mozna powiedzie¢ o znakach liczb X, 1 X, 2

X, - X, <0 | — X, X, majqg rézne znaki

X X, >0 | —>

X X, >0
X1+X2>0 S O

xl'x2>0 —>
X1 +x, <0

Zadanie 4. Wiedzqgc, ze rownanie ma dwa pierwiastki, okresl (nie obliczajgc ich), czy
sq to liczby dodatnie, czy liczby ujemne, czy liczby réznych znakow.

a) x*+19x+34=0 b) 2x* -10x+12=0
c) %x2—5x+1=0 d) —/3x2 +x-1=0
e) 3x2 +13x-10=0 f) —2x2+x—~/7=0

Temat: ROWNANIA KWADRATOWE Z PARAMETREM

Zadanie 1. Oblicz wartosci parametru m, dla ktérych rownanie nie ma rozwigzania:
a) 3x*+2x-m=0 b) x* +4x-3m+2=0

c) 3x*-14x+m-2=0 d)2x* -11x+m+2=0
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Zadanie 2. Oblicz wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie ma jeden pierwiastek:
a) x> =(m+1)x+1=0 b) 2x* —-mx+m? +m=0

c) xX*-x-m=0 d) x> +(Mm-3)x+m-3=0

Zadanie 3. Oblicz wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie ma dwa rézne

pierwiastki:
a) x* +2x+3-m=0 b) 2x* +5x+6m-1=0
c) —3x* +4x-2m+1=0 d)x2+2mx+1=0

Zadanie 4. Okresl, dla jakich wartosci parametru p réwnanie ma dwa réine
pierwiastki jednakowych znakow:

1
a) x> +2x-144p =0 b)EX2—7X—5+2p:O

c) 01x* +3x+6-7p=0 d) x> +2mx+m?-1=0

Zadanie 5. Okresl, dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma dwa rézne
pierwiastki dodatnie:

a) 2x*> —x-3m+1=0 b) %x2—3x+m+2:0

c) 04x* —x+m-1=0 d2x2+2-mx+m=0

Zadanie 6. Okresl, dla jakich wartosci parametru m rownanie ma dwa rézne
pierwiastki ujemne:
a) 3x*+2x+m+5=0 b) x* +5x+m+4=0

C)x’+x—-—m=0 d (m?—4)x?-2mx—-2=0

Temat: POWTORZENIE WIADOMOSCI - ROWNANIA KWADRATOWE

SPRAWDZ, CZY JUZ UMIESZ:

V' wskazac wsrdd rownan kwadratowych rownania niezupetne i zupetne,

v rozwigzac réwnanie kwadratowe niezupetne,

v okresli¢ liczbe rozwigzan rownania kwadratowego zupetnego,

v wyznaczy¢ rozwigzania rownania kwadratowego zupetnego,

v’ obliczy¢ sume i iloczyn rozwigzan rownania kwadratowego korzystajgc
ze wzordw Viete'q,

wykorzystywac rownania kwadratowe do rozwigzywania zadan tekstowych,
wyznaczy¢  wartos¢ parametru, dla  ktérego rozwigzania rownania
kwadratowego spetniajg wskazany warunek.

AN
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ZADANIA POWTORZENIOWE

Zadanie 1. Liczba 2 jest pierwiastkiem rownania:

A XP—2=0 B.%X2—2=O C.x2442x=0 D.x2—-J2=0

Zadanie 2. Dwa pierwiastki ma rownanie:
A. X2 +4=0 B. xX*-6x+9=0 C.(2x-1?=0 D. 4x* =3x

Zadanie 3. Mniejszym z rozwigzan réwnania x* +5x+6 =0 jest liczba:
A. -6 B.-3 C.2 D. 1

Zadanie 4. Rozwigzaniem réwnania 2x* —8 = 0jest:
A1, -1 B.2,-2 C.4, -4 D. 8, -8

Zadanie 5. Ktére z rownan ma doktadnie jeden pierwiastek?
A. x> +5x-6=0 B. x*+5x+7=0 C.x*+7=0 D.x*+4x+4=0

Zadanie 6. Rdwnanie x* —4x+c¢ =0 nie ma pierwiastkdw, gdy:
A C=4 B. Ce(—0,4> C. c e (4,+x) D. ¢ e<4,+x)

Zadanie 7. Réwnanie x* +bx+4 =0 ma jedno rozwigzanie, gdy:
A.b=-2 B.b=2 C.b=2lubb=2D.b=4lubb=-4

Zadanie 8. Wyrdznik A jest rowny 0 dla rownania:
A. x*-25=0 B. x> +25=0 C. 25x* +1=0 D. x> +10x+25=0

Zadanie 9. Pierwiastkami réwnania ~2x? = 2./2x sq liczby:
A.0i+2 B. 0i—+/2 C.0i-2 D.0i2

Zadanie 10. Réwnanie ax* +2x+3=0 ma dwa pierwiastki, gdy:

6 5 4 3
La=— .a=— .a= . a=
A 12 g 12 = 12 D 12

Zadanie 11. Suma pierwiastkdéw rownania x> —=3x-10=0 jest réwna:
A.-7 B.-3 C3 D.7

Zadanie 12. Rozwigz réwnania:
a) 9x* =16 P)5+6x(x-1)-3=2

Cc) —6x>—7x+5=0 d) (y-2)"=y-5
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e) 8y’ - (3y-1)% =4y f) [X—sz +5(X—+lj—6= 0

g) —x*+5x* =-36

Zadanie 13. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie 3x* —14x+m-2=0nie ma
rozwigzania?

Zadanie 14. Dla jakich wartosci paramefru m réwnanie %x2+x+3m=0ma dwa

pierwiastki uyjemne?

Zadanie 15. Wybieg dla owiec jest prostokgtem o wymiarach 8m x 1é6m. Hodowca
owiec zamierza tak powiekszy¢ powierzchnie wybiegu , zwiekszajgc dtugose bokdw o
te samq liczbe metrow, aby jego powierzchnia zwiekszyta sie trzykrotnie. Oblicz, o ile
metréow hodowca powinien powiekszyC wymiary wybiegu.

3. FIGURY NA PLASZCZYZINIE KARTEZJANSKIEJ

Temat: POJECIE WEKTORA

Wektorem zaczepionym (zwigzanym) nazywamy uporzgdkowang pare punktow.
Pierwszy z tych punktdow nazywamy poczgtkiem wektora, a drugi punkt koncem
wektora.

Wektor o poczgtku w punkcie A i koncu w punkcie B oznoczomyﬁ .
Wielkosci charakteryzujgce wektor:

- kierunek wektora (zalezy od prostej wyznaczonej przez ten wektor),
- zwrot wektora (zalezy od strony na ktérg wektor wskazuje),

- dtugos¢ wektora.

Wektory o takich Wektory o takich samych Wektory o takich samych
samych kierunkach kierunkach i zwrotach kierunkach ale przeciwnych
zwrotach

L - ~

P

e
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Dwa wektory sg rowne, gdy majqg ten sam kierunek, zwrot i / /

te samq dtugosc

Wektory przeciwne to wektory o takiej samej dtugosci i / /

kierunku, ale przeciwnym zwrocie.

Zadanie 1. Kazda para sposrdd punktow A, B, C, D, S (rysunek obok)

okresla pewien wektor. Wiedzqgc, ze czworokgt ABCD

jest rownolegtobokiem, wypisz wszystkie wektory: D _C
a) o tym samym kierunku co wektor BD <

b) o tym samym zwrocie co wektor SA /S /
c) przeciwne do wektora SD A B

d) réwne wektorowi AD

Zadanie 2. W trojkagt rownoboczny ABC (rysunek obok) wpisano, tgczgc srodki jego
bokdw, trojkgt EFD, a w niego, tgczgc srodki bokdw C

trojkata EFD, trojkgt GHI. Kazda para sposrdéd punktdow A,
B,C,D,E, F, G, H, I okresla pewien wektor. Podaj:

a) trzy wektory o tym samym kierunku co wektor AB

b) wszystkie wektory o tym samym zwrocie co wektor AB

Zadanie 3. Punkty A, B, C, D sg kolejnymi wierzchotkami prostokqgta, ktory nie jest
kwadratem, a punkt S jest punktem przeciecia sie jego przekatnych. Wypisz wszystkie
wektory:

a) rowne wektorowi AB D — — C

b) przeciwne do wektora 4B,

c) majace te samq dtugoéé co wektor AC.

Zadanie 4. Zaznacz na ptaszczyznie trzy dowolne punkty A, B, C, nie lezgce na jednej
prostej, a nastepnie narysuj wektor:

a) rowny wektorowi AC, ktéry jest zaczepiony w punkcie B,

b) przeciwny do wektora 4B, ktéry jest zaczepiony w punkcie C,
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c) rowny wektorowi % - AB, ktéry jest zaczepiony w punkcie C,

[y B
Zadanie 5. Sposrdd wektordw zaznaczonych na szesSciokgcie
foremnym obok wypisz pary wektorow: D A
a) rownych, b) przeciwnych. E F

Temat: JEDNOKLADNOSC. FIGURY JEDNOKLADNE A FIGURY PODOBNE.

Jednoktadnosé o srodku O i skali k (k#0) przyporzgdkowuje kazdemu punktowi P

ptaszczyzny taki punkt P, ze OP =k -OP'. Kazda jednoktadnosc jest podobienstwem
o skali |k]|.

Zadanie 1. Narysuj obraz punktu P = (2,1) w jednoktadnosci o srodku O = (0,0) i skali k.
a)k =3, o) k=~ c)k=-1

Zadanie 2. Znajdz obraz punktu A w jednoktadnosci o srodku O = (0,0) i skali k:

a) A=(-4,2), k=2, c)A=(-1,-4), k=-3,
b) A= (62), k=1, d) A=(9,-3),k=-=.
Zadanie 3. Punkty: A = (1,-1), B = (3,-1), C = (1,4) sg wierzchotkami fréjkgta

prostokgtnego ABC. Narysuj obraz tego fréjkgta w jednoktadnosci o srodku D = (2,0)
i skali k. Oblicz pole ofrzymanego trojkata.
a) k=2 b) k=-1

Zadanie 4. Narysuj dowolny czworokagt i jego obraz w jednoktadnosci w jednym
Z jego wierzchotkow i skali k, gdy:

a)k=2, o) ke ==, c)k=-1.

Zadanie 5. Narysuj dowolny trojkgt ABC i w jego wnetrzu obierz dowolny punkt P.

Narysuj obraz trojkgta ABC w jednoktadnosci o srodku w punkcie P i skali k = é

Zadanie 6. Boki trojkgta majg dtugosci: 2, 3, 4. Czy obrazem tego trojkgta w pewnej
jednoktadnosci moze byc trojkgt o bokach dtugosci:

a) 4, 6,8 b) 1,2 2

c)1,2,2 d) 6,9, 122

Zadanie 7. Punkt B jest obrazem punkiu A w jednoktadnosci o srodku w punkcie O
i skali k. Oblicz skale jednoktadnosci k, gdy:
a) |0A| =3i|AB| =1, b) |0A| =5i|AB| = 4,
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Zadanie 8. Podqj skale jednoktadnosci, ktéra kwadrat o boku 2cm przeksztatca

w kwadrat:
a) o obwodzie 32cm

b) o polu 1 cm?

Temat: WEKTORY NA PLASZCZYZINIE KARTEZJANSKIEJ

Wspoltrzedne wektora AB, gdzie A=(X,,Y,) 1 B=(Xz,Ys)

E:[XB —Xar Y8 _yA]

Wspotrzedne wektorow rownych sg rowne, a wspotrzedne wektorow przeciwnych sg

liczbami przeciwnymi.

Dlugos¢ wektora

Wspotrzedne wektora

Dlugos¢ wektora

AB A—B)Z[XB —Xar Vg _yA] |El= \/(XB _XA)2 +(yB _yA)2
w | w=[p,q] |wi=+/p? +q°

§rodek S wekiora AB, gdze A =

_ Xpt Xg

_YatYe
S 2 '

y 3 2

Zadanie 1. Narysuj w uktadzie wspotrzednych wektor MN oraz podajjego wspotrzedne.

a)M=(52), N=(1,3)
c)M=(-=,3), N=(6,2)
e)M=(-21), N=(572)

(Xa:Ya) T B =

b) M = (-3,2), N=(3,-2)
d)M=(00), N=(2-2).
f) M=(-3,-4),N = (-1,3)

—_—— s — —— —

e

ma  wspotrzedne
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Zadanie 3. Oblicz wspotrzedne punktu B, gdy:

a) A= (-3,6), AB =[-2,5] b) A=(-22), AB
c)A=(-22), 4B =[-22] d) A=(3-5), 4B
e) A=(-3,6), AB=[-25] f)A=(-22), 4B

Zadanie 4. Oblicz dtugos¢ wektora LM.
a)L=(3.2), M=(1,3) b)L=(-3.-2), M=(3-2)
c)L=(-7,3), M=(2-1) djL=(00), M= (3-4).

Zadanie 5. Oblicz dtugos¢ wektora u:
a) u =[2,1] b) i = [-3,4]
d) u =[3,3] e)u=[2-3]

Zadanie 6. Oblicz wspdtrzedne $rodka S wektora KL.
a)K=(-5,2), L=(1,3) b)K=(3,12), L= (-3,-5)
c)K=(-3,3),L=(6-2) d)K=1(00), L=(3-¢)

Zadanie 7. Oblicz wspodtrzedne punktu B, jezeli:
a) A = (4,2) oraz srodek odcinka ABto S = (1,-1)
b) A = (-3,5) oraz srodek odcinka AB to S = (0,0)
c) A = (2,7) oraz Srodek odcinka AB to S = (3,5).

=[7,-7
= [-2,2]
c)
f)

Temat: DZIALANIA NA WEKTORACH NA PLASZCZYZNIE KARTEZJANSKIE)

Sumq wektoréwu i \7jes’r wekftor, ktérego poczatek
pokrywa sie z punktem zaczepienia obu wektordw,
a koniec znajduje sie na przecieciu dorysowanych
przerywangq linig bokdéw rownolegtoboku

Réznicq wektoréw uiv jest wektor, ktéry tqczy

kohce tych wektorow. u u—7o
U

Jezeli 4 =[a,b] i U =][cd] to:

i+3=[a+cb+d] i—%=[a—cb—d] k-d=[k ak-b]
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Zadanie 1. Wyznacz i + v oraz u — v

a) @ =[3,-2], 7=[26] b) @ =[1,-3], #=[52]
c)d=1[2- 3] 5=[-69] d)i@=[3-2], ¥=[-42]
ei=|-5-2| s=[-23 fnu=[42| v=[-1-7

) 21, b) 2,

c) 214, d) —3i.
2

Zadanie 3. Dany jest wektor U= [-6, 3] . Wyznacz wektor:
a) 21, b) S,

c) —31, d) -1

Zadanie 4. Dane sq wektory u = [3,—4],v = [-6,7],W = [-2, —6]. Oblicz:

Q)i+ —w o) T-7—Ww

Zadanie 5. Dane sqg wektory u = [2,—1], ¥ = [-3,2]. Wyznacz wektor:
Q) 2u + 37, c) 3u-—7,

b) —41 + 27, d) St — .

Zadanie 4. Na rysunku przedstawiono rownolegtobok ABCD.

a) Podaj wspodtrzedne wektorow
: i=AB i #=AD
b) Sprawdz, czy AC = 4 + B

-

c) Sprawdz, czy DB=u-v

Zadanie 7. Wykonaj dziatania na wektorach V= [2,4] u= [-12,-1]
Q)i+ b)i—7v c) 3% — 4% d) ~ii + 7
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Zadanie 8. Dane sg wektory: 4 = [3,—4],v = [-2,5],w = [6,0]. Znqjdz wektor:
a)2-%—3-B+5"W  b)3-U-B+> W C)u+2-3+3 W

Temat: WSPOLCZYNNIK KIERUNKOWY PROSTEJ

Réwnania prostej:
- rownanie ogolne prostej
Ax + By + C =0, gdzie A>+B*>0 i AB,CeR
- rbwnanie kierunkowe prostej
y = ax + b, gdzie a — wspotczynnik kierunkowy prostej
Wspotczynnik kierunkowy prostej przechodzgcej przez dwa punkty
A= (X, Y,)iB= (X Ys), gdzie X, £ X, , okredlony jest wzorem a =%.
B A

Réwnanie prostej przechodzqcej przez dwa punkty A = (X,,Y,) i B = (X3, Yz)
V=) —x4) — (g —Ya)(x —x4) = 0

Zadanie 1. Przedstaw w postaci ogdlinej rownanie proste;:
a)y=—%x+3 b) y=3x—-1 c)y=3
dy=+v3x+1 e)x=2 fly=4x-1

Zadanie 2. Przedstaw w postaci kierunkowej prostqg, odczytaj wspodtczynnik kierunkowy

proste;:

a)x+2y+5=0 b) -3x—-2y+5=0

C)4x+2y—1=0 d) 4x — 12y =18

) 2x—3-y+4=0 f)2y+v2=0

g)V3y —6x=0 h) (1-v2)x—(1++v2)y-2=0.

Zadanie 3. Napisz rownanie prostej AB w postaci ogdlnej i kierunkowej (o ile istnieje),
gdy:

a)A=(3,-2,), B=(-5,0) b) A= (4,5), B=(—-4,9)

c)A=(2,-7), B=(2,9) d)A=(-2,1), B=(3,4)

e) A=(4,-3),B=(-2-1) f) A=(4,-13), B=(2,-7)
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Zadanie 4. Réwnanie prostej przedstawionej na rysunku zapisz w postaci kierunkowej
oraz w postaci ogdlnej. Sprawdz (wykonujgc odpowiednie obliczenia) czy punkty
A=(-10,-5)iB= (—3,2) nalezqg do tej proste;.

Zadanie 5. Odczytaj z rysunku wspotrzedne wierzchotkow trojkgta ABC. Oblicz
wspotczynniki kierunkowe prostych zawierajgcych boki tego trojkata.

Zadanie 6.Wyznacz rownanie ogodlne prostej I, ktdrej wspodtczynnik kierunkowy jest
réwny 2+/3 , wiedzqc, ze do prostej | nalezy punkt P = (1,/3 ).

Zadanie 7. Sprawdz, czy punkty A, B i C sg wspodtliniowe.
a)A=(-2,-7), B=(1,-4) i C= (1000, 1005)

b)A=(13), B=(3,7) i C=(1006,2013).

Temat: WZAJEMNE POLOZENIE PROSTYCH NA PLASZCZYZNIE KARTEZJANSKIEJ

Dwie proste lezgce na ptaszczyznie nazywamy rownolegtymi, gdy pokrywajq sie
lub nie majg punktéw wspdlnych.

Dwie proste przecinqjq sie, jezeli majg jeden punkt wspdlny. Proste przecinajgce sie
pod kgtem prostym sg prostymi prostopadtymi.
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Warunek rownolegtosci prostych
Jezeli proste kil oréwnaniach k:y=ax+b, i l:y=a,x+b, sgréwnolegte, to

a, =2a,

Warunek prostopadtosci prostych
Jezeli proste kil o réwnaniach k:y=ax+b, i |:y=a,x+b, sq prostopadte, to

a, -4, =-1.

Dwie proste, ktorych wspotczynniki kierunkowe nie spetniajg zadnego z powyzszych
warunkéw przecingjg sie pod innym kgtem niz kqt prosty.

Zadanie 1. Podaj wspotczynnik kierunkowy prostej prostopadtej do prostej k:
Q) kiy=-7x+7 b)k:y=§x+1
1

C)k:y=2x+7 d)k:yz—gx—9

Zadanie 2. Okresl wzajemne potozenie prostych ki | na ptaszczyznie kartezjanskiej,

jesli:

a) kry=-3x+2 i LLy=2x+1

b) k:ry=-2x+4 i l:y =0,5x

Cc) ki2x—3y—-1=0 i l:y=§x—6

d) kix—4y+8=0 i l: 4x+y—-8=0

e) ki2x—4y—-2=0 i I: —2x—4y+6=0
f) k:5x—4y+1=0 i I3x+y—4=0

g) kix=2 i l:y=-3

h) k:x=4 i Iix=-1

Zadanie 3. Dla jakich wartosci parametru m proste kil sg rownolegte.

a)k:y=—4x+6 Ly=0G-m)x+2
b) k:3x —4y+5=0 L2p—1Dx—-—y+3=0
c) kiry=@l-3m)x+2 lix—=3y+6=0

2
d)k:y=3m2x—§ Iy = —2x
Zadanie 4. Dla jakich wartosci parametru m proste kil sg prostopadte.

3

a) k:y=Zx—7, Ly=(m-1x+5

1
b) k:y=4m2x+5, l:y =—9x — 100

1

A)k:y=(m-—2)x+3, l:y=(2+m)x+§
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Temat: ROWNANIE PROSTEJ ROWNOLEGLEJ | PROSTOPADLEJ DO DANEJ.

Zadanie 1. Zapisz rownanie prostej rownolegtej do prostej ! i przechodzqcej przez punkt
P, gdy:

a) l:y=2x-1, P=(3)) b) l:y=-4x+3, P=(-12)
c) 1:3x-y+2=0, P=(2,3) d) l:2x+4y—-1=0, P=(4-5)

e)y=5 P=(0,-3) fijx=-2, P= (4,—%)

Zadanie 2. Zapisz rownanie prostej prostopadtej do prostej | i przechodzgcej przez
punkt P, gdy:

a) l:y=4x-5 P=(0,3) b) I:y=—%x+7,P=(—l,—1)

c) l:x+2y+2=0, P=(-4} d)l:5x-2y+3=0,P=(2, 3).
e)l:y=4, P=(-35) f) l:x=-5 P=(2-3)

Zadanie 3. Podstawa AB trapezu ABCD zawiera sie w prostej o rownaniu y = -2x — 1.

Wyznacz réwnanie prostej zawierajgcej podstawe CD, jesli wiadomo, ze C = (—%,4).

Zadanie 4. Dwa przeciwlegte wierzchotki rombu ABCD majg wspotrzedne A = (-2, 3)
i C = (6, -1). Wyznacz rownanie prostej zawierajgcej przekgtng BD tego rombu.

Zadanie 5. Punkty A = (4, -3), B = (10, 6) sg wierzchotkami prostokgta ABCD, a prosta
3x -2y + 8 = 0 zawiera bok CD. Wyznacz rébwnanie prostej AD.

Zadanie 6. Punkty A=(1,2), B=(13,4)iC = (7, 10) sg wierzchotkami trojkgta ABC. Znajdz
rownanie prostej zawierajgcej wysokosc trojkgta poprowadzong z:

a) wierzchotka A

b) wierzchotka B

Zadanie 7. Punkty A= (-2,-2),B=(2,1),C=(3,5)iD = (-1, 2) sg kolejnymi wierzchotkami

rownolegtoboku. Wyznacz réwnanie prostej zawierajgcej wysoko$¢ poprowadzong
z wierzchotka D réwnolegtoboku.

Temat: ODLEGLOSC NA PLASZCZYINIE KARTEZJANSKIEJ

Jezeli A= (XA, ¥a) i B=(Xg,Ys), to odlegto$c punktdw A i B okreslona jest wzorem
| AB |: \/(XB _XA)2 +(yB - yA)2
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Zadanie 1. Oblicz dtugos¢ odcinka, ktérego koncami sg punkty:
a) (3,6) i (2.4) b) (2,3) i (-4,-1)

Zadanie 2. Oblicz obwody frojkgtodw ABC i DEF (rysunek ponizej).

Zadanie 3. Sprawdz czy trojkgt ABC jest rownoramienny.
a) A=(1,3),B=(6,4), C=(4,-1) c) A=(-3,-3),B=(12,-3), C = (6,9)

b) A=1(0,0),B=(4-1), C=(33) d) A=(-1,0), B=(243), C = (2-V3./3)

Zadanie 4. Sprawdz czy trojkgt ABC jest prostokgtny.
a) A=(-1-1),B=(2,-1)iC=(-1,3)
b) A=(3,0),B=(-6,8)iC=(-2-2)
c)A=(-5-1),B=(4,1)iC=(3,5).

Zadanie 5. Oblicz dtugosc¢ boku i dtugosc¢ przekgtnej kwadratu o wierzchotkach:
A=(1,-2),B=(9.4),C=(3,12) orazD = (-5,6).

Zadanie 6. Czy tréjkat o wierzchotkach A = (-2,-2), B = (1,2), C = (4,-2) jest trojkgtem
rownobocznym?

Zadanie 7. Dany jest punkt P = (2, 7). Wyznacz na osi OX taki punkt R, aby jego
odlegtosé od punktu P wynosita v74 .

Temat: SRODEK ODCINKA | SYMETRALNA ODCINKA

Srodek odcinka AB, gdzie S = (X, Vs ), A= (Xa, Ya) i B =(Xg, Y5 ), ma wspdtrzedne

_XA+XB y :yA+yB
2 8 2

32



Zadanie 1. Wyznacz srodek odcinka AB, gdy:
a)A=(-4,2)iB=(0,1) b)A=(3,9) i B=(5-9)
C)A=(2,9)iB=(4,1) c)A=(V3,1)iB=(3V3,-1)

Zadanie 2. Srodkiem odcinka AB jest punkt S, = (5,-2) . Wyznacz wspdtrzedne punkiu

B, gdy:
a) A=(1,8) b) A= (-2, 5)
c)A=(4-2) d) A= (-3, 6)

Zadanie 3. Dane sq punkty A = (x,-2) i B = (7,y). Oblicz dtugo$¢ odcinka AB, jesli jego
srodkiem jest punkt S = (2,1).

Zadanie 4. Dany jest punkt A = (-4,-3). Oblicz dtugos¢ odcinka AB jesli jego srodek
lezy na osi OX, a odcieta punktu B jest rowna 2.

Zadanie 5. Oblicz odlegtos¢ punktu K = (2,3) od srodka odcinka AB, gdzie
A=(-1-4)iB=(10,1).

Zadanie é. Napisz rownanie symeftralnej odcinka AB, gdy:

a) A=(-2,-3)iB= (6 95) b) A=(2,-4)iB= (-4, 6)
C)A=(4,-5)iB=(4,1) d) A=(-1,5)iB=(3,-3)
e) A= (-4,-6),B=(2, -4) f)A=(-23)iB=(21).

Temat: ODLEGLOSC PUNKTU OD PROSTEJ

Odlegtos$¢ d punktu P, takiego, ze P = (X, Yp ) 0d prostej o rwnaniu Ax + By + C =0,

gdzie A*+B? =0, okreslona jest wzorem
_ | A, +By, +C|

Vv A? + B?

d

Zadanie 1. Oblicz odlegtos¢ punkt P od prostej k.
Q)P =(-24), k:3x—4y+1=0

b)P=(-1,0), k:3x-2y +3=0
C)P=(42),ky=2x-1

d)P=(5-1)kiy=—Zx+2
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Zadanie 2.0blicz odlegtosc punktu C = (-1,4) od prostej | przechodzgcej przez punkty
A= (-4,-2)iB=(54).

Zadanie 3. Oblicz odlegtos¢ punktu o wspodtrzednych (2,1) od prostej przechodzgcej
przez punkty (0,1) i (2,0).

Zadanie 4. Oblicz odlegtosci punktow: A = (0,3), B = (-1,0), C = (-1,3) od prostej|.
a)liy—x=1 b):3x-y-7=0 c)ly=—2x+25

Zadanie 5. Oblicz odlegtos¢ punktow A i B od prostej I. Czy prosta AB jest rownolegta
do prostejl ¢
a)A=(1,4),B=(55).1y=x—6 o) A=(-4-2),B=(26). y=1:x—5

Zadanie 6. Wierzchotkami trojkgta ABC sg punkty A = (1,-1), B = (-3, 4) i C = (3, 4).
a) Napisz rownanie prostej AB,
b) Oblicz odlegtos¢ wierzchotka C od prostej AB

Temat: POWTORZENIE WIADOMOSCI — FIGURY NA PLASZCZYZINIE KARTEZJANSKIEJ.

SPRAWDZ, CZY JUZ UMIESZ:

v wyznaczac¢ wspotrzedne, dtugosc i srodek wektora,

v wykonywac dziatania na wektorach,

v wyznaczac¢ dtugosc i srodek odcinka,

v zapisywac prostg w postaci ogolnej i kierunkowej,

v wskazywac wspotczynnik kierunkowy prostych i na jego podstawie okreslac ich
wzajemne potozenie,

v' wyznaczac rownanie prostej przechodzqgcej prze dwa punkty,

v wyznacza¢ réwnanie prostej prostopadtej (rownolegtej) do podanej,
przechodzqgcej przez wskazany punkf,

v zapisywac rownanie symetralnej odcinka,

v' obliczac¢ odlegtos¢ punktu od proste;j.

ZADANIA POWTORZENIOWE

Zadanie 1. Dany jest wektor 4B , gdzie A = (-2,3) i B = (4,2).
a) Wyznacz wspotrzedne wektora AB

b) Oblicz dtugosé wektora 4B

c) Wyznacz srodek wektora AB
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Zadanie 2. Oblicz wspdtrzedne punktu A wektora AB, gdy B = (3,-5) oraz 4B = [7,-7].

Zadanie 3. Dane sq wektory: u = [3,—4],¥ = [-2,5],w = [6,0]. Znajdz wektor
—3U +4vV — w.

Zadanie 4. Dana jest prosta k: 2x -4y +6 =0. Wyznacz rownanie prostej |, ktéra:

Q) jest prostopadta do prostej k i przechodzi przez punkt P = (-2, 1).
b) jest rownolegta do prostej k i przechodzi przez punkt P = (4, 2).

Zadanie 5. Dane sq punkty A = (3,-2)iB = (5, 4).

a) Wyznacz dtugos¢ odcinka AB.

b) Wyznacz srodek odcinka AB

c) Zapisz rbwnanie prostej przechodzgcej przez punkty A i B
d) Zapisz rownanie symetralnej odcinka AB.

Zadanie 6. Wyznacz rownanie prostej zawierajgcej wysokos¢ trojkgta  ABC
poprowadzong z wierzchotka C majgc dane A= (1,1),B= (2, 6) i C = (-4, 2).

LADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. Ktére z wektordw zaznaczonych w osSmiokgcie foremnym sq rowne?
F E

A. EBiAF, G D
B. BAiFE,

C. AHiDE, H / C

D. GD i AF. A B

Zadanie 2. Wspotrzednymi wektora o poczgtku A = (-3,2) i koncu B = (4,-6) sq:
A.[-7,8] B. [7.8] C.[-7.-8] D. [7.-8].

Zadanie 3. Dane sq punkty: A =(0,2), B =(3,0), C=(2,0)iD = (0,1). Dtugos¢ wektora
2AB — CD wynosi:
A.\/89 B.9 C.V73 D. 9.4.

Zadanie 4. Wspotczynnikiem kierunkowym prostej o rownaniu 3x — 2y + 2 = 0 jest
liczba:

3 3
A.3 B.-3 C. 5 D. 5
Zadanie 5. Prosta o rownaniu 2x —y + 3 = 0 jest nachylona do osi OX pod kgtem « .
Wtedy:
A.ae(0°,30°) B.ae(45°, 60°)
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C.ae (30°, 45°) D. a (60", 90°).

, : : 1 .
Zadanie 6. Prosta o wspdtczynniku kierunkowym X zawierajgca punkt (-4, 1), ma

rownanie:
1 1 1 1
= —— X+ = ——¥X- =-—X + = -— ¥ —
A.y 2x 4 B.y 2x 4 C.y 2x 1 D.y 2x 1

Zadanie 7. Prosta | ma rownanie ogdlne x — 2y — 4 = 0. Wskaz rownanie kierunkowe tej
proste;:

1 1 1 1
= — + = _-| — + = — + = __ —
Ay 12x 2 B.y 12x 2 C.y 12x 1 D.y 2x 2

Zadanie 8. Wskaz postac kierunkowq prostej -4x + 8y — 6 = 0:

A.y=05x+0,75 B.y=4x+6 C.y=-0,5x-6 D.y=-0,5x-0,74
Zadanie 9. Do prostej k nalezg punkty P = (-1, 4) i M = (1, 2). Wspdbtczynnik kierunkowy
prostej k jest rowny:
A. -3 B.3 C.-1 D. 1
Zadanie 10. Prosta, do ktérej nalezg punkty (-6, -1) i (2, 3), ma rébwnanie:

1 1 1
A.y=§x+1 B.y=2x-4 C.y=§x+2 D.y=—5x—4

, . 1
Zadanie 11. Proste o rownaniachy = 2x + 3 orazy = '§X +2

A. sq rownolegte B. sq prostopadte
C. pokrywaijq sie D. przecingjq sie pod innym kgtem niz kgt prosty

Zadanie 12. Proste o rownaniach x—2y + 3i2x +y = 5:
A. sq rownolegte B. sq prostopadte
C. pokrywaijq sie D. przecinqgjq sie w punkcie P = (2, 2)

Zadanie 13. Prosta | ma rownanie y = —Zx + 7. Wskaz rownanie prostej rownolegte;

do prostej I

A.y=%x+1 B.y=—%x—7 C.y=4x-1 D.y=-4x+7.

Zadanie 14. Prostq prostopadtqg do prostej x + 2y + 5 = 0 jest:

A.y:—%x+§ B.x+y+1=0 C.y-1=2 D.y=-5-2x.
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Zadanie 15. Przyktadem rownania prostej prostopadtej do prostej o rownaniu
-X+2y-3=0jest:

A.y:%x+3 B.y=-2x+7 C.y:—%x—3 D.y=2x.

Zadanie 16. Prosta prostopadta do prostej o rownaniu y = —%x + 2 i przecinajgca 0$

OY w punkcie (0, -1) ma réwnanie:

1 3 1 3
A.y——lgx—1 B.y——zx—l C.y—1§x—1 D.y—zx—l.

Zadanie 17. Proste o rownaniachy = (m + 2)x i y = (2m - 1)x - 2 sg rownolegte, gdy:

A m=3 B.m=2 C.m=1 D.m=0

Zadanie 18. Proste y = (2m + 1)x—4 i y = x + 5 sq prostopadte, gdy:
A m=2 B.m=1 C.m=-1 D.m=-2

Zadanie 19. Proste, w ktérych zawierqjq sie przekgtne pewnego kwadratu majg

postac:
A. 2x-y-1=0 i x-2y+5=0 B. 2x-y-1=0i 4x-2y-2=0
C. 2x-y-1=0 i —x+2y+4=0 D. 2x-y-1=0 i x+2y-6=0

Zadanie 20. Dane sq punkty A = (-2, 3) oraz B = (4, 6). Odlegtos¢ miedzy punktami
Ai B jest rowna:

A. ~208 B. V52 C. V45 D. V40

Zadanie 21. Odlegtos¢ miedzy punktami K = (3, 5) i L = (-5, -1) jest réwna:

A.9 B.5 C.10 D.12

Zadanie 22. Odlegtos¢ miedzy punktami o wspotrzednych A = (4, -7) oraz B = (-1, -19)
WYNOoSi:

A.13 B.17 C. V153 D. +/701

Zadanie 23. Odlegtos¢ punktu o wspotrzednych (3, 4) od poczgtku uktadu
wspotrzednych wynosi:
A.3 B. 4 C.5 D. nie mozna okreslic

Zadanie 24. Srodek odcinka AB, gdzie A = (2, -5) i B = (-4, 1) fo punkt:

A. (3, 3) B. (-3, -3) C.(-1,-2) D. (1, 2)
Zadanie 25. Punkt C = (-1, 2) jest srodkiem odcinka AB, gdy:
A.A=(3,2),B=(-5,-1) B.A=(3,2),B=(52)
C.A=(3,-2),B=(-5, ¢) D.A=(-3,2),B=(5 -6)
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Zadanie 26. Punkt (2, -3) jest srodkiem odcinka AB. Wiedzqgc, ze A = (-6, -5), wskaz
punkt B:
A. (-2, -4) B. (10, -1) C.(-2,-11) D. (-14,-7)

Zadanie 27. Punkt P = (3, m - 2), gdzie me R, jest sSrodkiem odcinka AB, gdzie
A=(2,-1)iB=(4,3). Zatem:
A.m=3 B.m=1 C.m=0 D.m=56

Zadanie 28. Jeden z koncow odcinka ma wspodtrzedne (4, 1), zas srodek odcinka
ma wspotrzedne (1, 2). Wspdtrzedne drugiego konca odcinka sg rowne:

A. (3, -2) B. (7, 0) C. (2%, 1%) D. (-2, 3).

Zadanie 29. Réwnanie symetralnej odcinka o konhcach P = (1, 2), Q = (3, -2) ma
postac:

A.x-y=0 B.2x-y-2=0 C.x-2y-2=0 D.x-y+2=0.

4. FIGURY NA PLASICZYINIE KARTEZJANSKIEJ cz. Il

Temat: ROWNANIE OKREGU

Okregiem o Srodku S i promieniu r (r > 0) nazywamy zbidr punkidw P ptaszczyzny,
ktérych odlegtos¢ od punktu S jest rownarr.

Réwnanie (x—a)’ +(y—b)? =r? jest rbwnaniem okregu o srodku w punkcie S = (a, b)
i promieniu r (r > 0). Jest to postaé kanoniczna réwnania okregu.

Réwnanie x*+y*-2ax—2by+c=0, gdzie c=a’+b*-r®> i a’*+b*>-c>0, to postaé
ogdlna réwnania okregu o srodku S = (a, b) i promieniu .

Zadanie 1. Wyznacz wspotrzedne Srodka okregu i jego promien:

a) (x+3)°+(y-6)>=8 b) x* +(y-17*=3

c) (x-1)*+(y+5)°=16 d) (x—=~/2)? +y?=18
e) (x+2)*+(y-1)*=25 f) (x++/3)2+(y+2)% =5
g) xX*+y*=9 h) (x—5)?%+y%2=1

Zadanie 2. Napisz rownanie okregu o srodku w punkcie S i promieniu r
Q) S=(2,4) r=4 b) S=(-3,2) r=5
1

c) S=(0-4) r=+5 d)s=t0) r=-

38



e) S=(0,0) r=2v3 f) S=(2-4) r=3v2
g)S=(3,5 r=5/2 h)S=(-2-4) r=3V7

Zadanie 3. Wyznacz wspotrzedne srodka okregu i jego promien:

a) X2 +y?—4x—-4y+6=0 b) x* +y* —4x+6y-3=0
c) x> +3x+y?-10y+27=0 d) x?—2v/2x+y? +2y—-7=0
e) x> +y?—10x—-4y+28=0 f) x* +y®>—-8x—-4y-25=0

Zadanie 4. Wyznacz wspotrzedne srodka okregu i jego promien:

a) x> +(y-7)°=81 e) x> +y? +2x-6y+9=0

b) (x=5)*+(y+3)°=8 f) x> +y?-10y-16=0

c) (x=-D*+y* =4 g) x> +y>+8x—-2y+12=0

d) x*+y*=9 h) x* +y?+4x-6y—-3=0

Zadanie 5. Znajdz rownanie okregu o srodku w punkcie S = (1, 3) wiedzqgc, ze punkt

P = (-2, -1) nalezy do tego okregu.

Zadanie 6. Wyznacz rownanie okregu o srodku S = (3, -5) przechodzgcego przez
poczgtek uktadu wspodtrzednych.

Zadanie 7. Srodek odcinka o koAcach A = (5,-1) i B = (-7,-3) jest $rodkiem okregu
o promieniu r = 8. Napisz rownanie tego okregu.

Zadanie 8. Napisz rownanie okregu o srodku S = (-3,6) i promieniu rownym dtugosci
odcinka o koncach A = (2,-3) i B = (-5,-1).

Zadanie 9. Napisz rownanie okregu, ktérego srednicq jest odcinek AB, gdzie:
a) A=(1,3)orazB=(7,-3) b) A=(-1,3) orazB = (1,-1).

Zadanie 10. Znajdz wspodtrzedne punktdw przeciecia okregu z osiami uktadu
wspotrzednych:
a) x>+ 2x+y?*-3=0 b)x*+y®>—4x-4y=0

Zadanie 11. Okresl wzajemne potozenie okregdw o podanych srodkach S, i S,
oraz promieniach rir,.

a) $,=B2), S,=(62), rn=2 r,=1

b) $,=(00), S,=(30), =2

c) S;=(52), S,=@1-6), rn=4 r,=6.
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Zadanie 12. Okresl wzajemne potozenie okregdw o rownaniach:
a) (x+3)*+y*=25 (x+4)’>+y>*=4

b) x> +(y—-2)* =47, x> +(y+8)°=9

c) (x=3)2+(y-4)*=36, (x-3)*+(y-1D*=1

d) (x+1)*+(y+2)?°=9, (x-1)?+(y-3)*=16

Temat: NIEROWNOSC KOLA

Kotem o $rodku S i promieniu r (r > 0) nazywamy zbidr punktdow P ptaszczyzny, ktdrych
odlegtos¢ od punktu S jest mniejsza lub rownarr.

Koto o srodku w punkcie S = (a,b) i promieniu r opisuje nieréwnosé (x—a)? +(y—b)* <r?

Zadanie 1. Przedstaw na ptaszczyznie kartezjanskiej figure opisang nieréwnosciq:
a) x> +(y-2)*<9 b) (x+3)°+(y-1><4
c) xX*+(y-2?*=4 d) (x+1)*+y*>25

Zadanie 2. Narysuj w uktadzie wspotrzednych figure opisang uktadem warunkow:

x2+y? <16 x=22+@-1%*>1
Q) b) 2 2
y<x x“+y«<16
C){x2+y2£16 d){x2+y2—4x—1230
x2+y2>4 x2+y2>1

Zadanie 3. Podaj warunki, jakie spetniajg wspotrzedne punktow figury zacieniowanej
na rysunku
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Temat: WZAJEMNE POLOZENIE PROSTEJ | OKREGU

Styczng do okregu nazywamy prostq, ktéra ma z okregiem jeden punkt wspdlny.
Odlegtos¢ srodka okregu do punktu stycznosci jest rowna promieniowi r. Styczna
do okregu jest prostopadta do odcinka tgczgcego punkt stycznosci ze Srodkiem
okregu.

Sieczng okregu nazywamy prostg, ktéra ma dwa punkty wspdlne z okregiem.
Odlegtosc srodka okregu od siecznej jest mnigjsza od promienia okregu
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Zewnetrzng do okregu nazywamy prostq, ktéra nie ma z nim punktéw wspolnych.

Jesli okrqg i prosta majg réwnania (x—-a)? +(y—b)* =r®i Ax+By+C =0 to aby okresli¢
wzajemne potozenie prostej i okregu obliczamy odlegto$¢ d srodka okregu od prostej
i porownujemy liczby dir .

_|A-a+B-b+C|

d
VA% +B?

Zadanie 1. Podajile punktow wspdlnych z okregiem o srodku S i promieniu 4 ma prosta
l.

a)l: 12x+5y-4=0,S = (3,4) b) I:4x+3y +6=0,S =(-3,2)
c)l:3x+4y—-12=0,S = (7,4) d) Iix+y=0,S=(2v2,2V2)

Zadanie 2. Oblicz odlegtos$¢ srodka okregu o réwnaniu (x+1)% + (y +2)° = 25 od proste;j
Xx+y—-3=0. Uzasadnij, ze ta prosta ma dwa punkty wspdlne z podanym okregiem.

Zadanie 3. Okresl wzajemne potozenie okregu i prostej o rownaniach:
a) 4x-3y+2=0, (x-1)*+y*=1

b) 6x+8y-15=0, (x-1D>+(y+2)*=9

Cc) x—y-1=0, (x=3)*+(y+2)°=8

d) x-2y+5=0, (x+3)°+(y-1)*=5

Zadanie 4. Okresl wzajemne potozenie okregu: o:(x + 1) + (y — 3)? = 5 proste;j [
y = —%x + 5.

Zadanie 5. lle punktéw wspdlnych ma okrgg o réwnaniu x2 + (y — 2)2 =9 z prostq
o rébwnaniu 3x + y—-5=02

Zadanie 6. Prosta | jest styczna do okregu, ktérego srodkiem jest punkt A. Oblicz

promien tego okregu.
a)l:y=sx+4, A=(30) D) I: 3x + 4y -5=0, A= (-4,-2)
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Temat: TROJKATY NA PLASZCZYINIE KARTEZJANSKIEJ

Przypomnijmy:

» w kazdym ftrojkgcie mozna przeprowadzic symetralne jego bokéw, ktére
przecinajg sie w jednym punkcie. Punkt przeciecia sie symetralnych jest srodkiem
okregu opisanego na tym trojkqcie.

 w kazdym ftrojkgcie mozina poprowadzi¢ trzy srodkowe, ktére przecinajg sie
w jednym punkcie S zwanym srodkiem ciezkosci tréjkgta.

Jezeli punkt S=(x,,y,) Jest Srodkiem ciezkosci ftrojkgta ABC, gdzie
A= (0,0 B= 06 ¥6) 1 C= (1, ye) o x; =222y, = IatFe e

» w kazdym tréjkgcie mozna poprowadzi¢ trzy wysokosci. Przecingjq sie w jednym
punkcie zwanym ortocentrum.

Pole trojkgta ABC, gdzie A=(X,, YY), B=(Xg ¥s) i C=(X.,Y.) okreslone jest wzorem

P= % | (XB - XA)(yC - yA)_(XC - XA)(yB - yA) | .

Zadanie 1. Wykaz, ze tréjkgt o wierzchotkach A, B, C jest prostokgtny, gdy:
a)A=(-2,4),B=(2 2),C=(3, -8

b) A=(3.8).B=(1,2)iC=(6,7)

c)A=(1,1),B=(2,6)iC=(-42).

Zadanie 2. Boki frojkgta zawierajqg sie w prostych x +y —1 =0,y =-3, -2x + 2y - 1 = 0.
Wykaz, ze ten trojkat jest prostokatny.

Zadanie 3. Boki trojkata zawieragjqg sie w prostych o rébwnaniach: x +y -1 =0, y = -3,
-2x + 2y — 1 = 0. Wykaz, ze ten trojkat jest prostokgtny.

Zadanie 4. Dane sqg wierzchotki trojkata A = (2, 2), B = (7, 7)., C = (10, 3). Wyznacz
dtugos¢ wysokosci trojkgta ABC opuszczonej z punktu C.

Zadanie 5. Punkty A= (1,2),B=(-1,-1), C = (5, 2) sg wierzchotkami tréjkgta ABC. Napisz
rownanie prostej zawierajgce;:

a) srodkowq trojkgta poprowadzong z wierzchotka C.

b) wysokos¢ trojkgta poprowadzong z wierzchotka A.

Zadanie 6. Wyznacz réwnanie prostej zawierajgcej srodkowq CD trojkgta ABC, ktérego
wierzchotkami sg punkty A =(-2,-1),B= (6, 1), C = (7, 10).

Zadanie 7. Wiadomo, ze A = (0, 3), B = (-1, 0), C = (0, 0). Znqajdz rébwnanie prostej,
w ktorej zawiera sie wysokosc trojkata ABC poprowadzona z wierzchotka C.
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Zadanie 8. Wyznacz réwnanie proste] zawierajgce] wysokos¢ trojkagta  ABC
poprowadzong z wierzchotka C majgc dane A=(1,1),B=(2,6)iC = (-4, 2).

Zadanie 9. Boki frojkgta ABC zawierajg sie w prostych o rownaniach:
X—-y+3=0, 3x-y-7=0, x+y-1=0. Oblicz:

a) Wspotrzedne wierzchotkow trojkgta,

b) obwdd trojkata

c) pole trojkgta

Zadanie 10. Wierzchotek C trojkgta ABC jest punktem przeciecia sie prostych
orownaniach y=x+2 i y=-2x+ 14, a wierzchotki A i B sg punktami przeciecia
sie tych prostych z osig OX. Oblicz pole i obwdd trojkgta ABC.

Zadanie 11. Dany jest trojkgt ABC ograniczony prostg -4x + 2y + 1 = 0 i osiami OX
oraz OY.

a) Wyznacz wspotrzedne wierzchotkdw tego tréjkgta.

b) Oblicz jego pole.

Zadanie 12. Punkty A = (-2, 0), B = (2, -2) i C = (4, 6) sq wierzchotkami tréjkgta ABC.
a) Wyznacz rownanie srodkowej trojkgta poprowadzonej z wierzchotka A.

b) Oblicz wspobtrzedne srodka ciezkosci tego trojkgta.

Zadanie 13. Boki trojkgta zawierajq sie w prostych o rownaniach: x+y -1 =0,y = -3,
-2x + 2y — 1 = 0. Oblicz wspotrzedne wierzchotkdow tego trojkgta oraz jego pole.
Zadanie 14 . Dane sg punkty A = (-1,-1), B =(5,2), C = (4,1).

a) Sprawdz czy tréjkgt ABC jest trojkgtem prostokgtnym.

b) Wyznacz rownanie okregu opisanego na trojkgcie ABC.

Zadanie 15. Oblicz pole trojkgta ABC, wiedzqc, ze A = (-2,-2), B = (4,1), C = (0,4).
Zadanie 16. Punkty A = (1, 5), B = (14, 31), C = (4, 31sg wierzchotkami tréjkgta. Prosta

zawierajgca wysokosc tego trojkgta poprowadzona z wierzchotka C przecina prostg
AB w punkcie D. Oblicz dtugo$¢ odcinka BD.
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Temat: CZWOROKATY NA PLASZCZYZNIE KARTEZJANSKIEJ

Zadanie 1. Dane sg dwa wierzchotki rownolegtoboku: A = (-4,-3) i B = (1,-2) oraz punkt
przeciecia przekgtnych S = (2,1). Wyznacz pozostate wierzchotki rownolegtoboku.

Zadanie 2. Punkty A = (1,-2), B = (3,2), C = (0,4) sg kolejnymi wierzchotkami
rownolegtoboku ABCD. Wyznacz wspotrzedne wierzchotka D.

Zadanie 3. Dane sq wierzchotki A = (-3,-1), B = (1,2), C = (4,-2) kwadratu ABCD. Oblicz
wspotrzedne wierzchotka D oraz pole kwadratu ABCD.

Zadanie 4. Wiadomo, ze A = (-1, 4), B = (2, 4) i D = (-1, -2). Znajdz rébwnanie prostej,
w ktérej zawiera sie przekgtna AC prostokgta ABCD i okredl jej wspodtczynnik
kierunkowy.

Zadanie 5. Punkty A = (0, 6), B = (2, 0), C = (8, 2) sg kolejnymi wierzchotkami kwadratu
ABCD.

a) Oblicz wspodtrzedne wierzchotka D.

b) Napisz rownania prostych zawierajgcych przekgtne tego kwadratu.

Zadanie 6.W uktadzie wspotrzednych na ptaszczyznie punkty A = (2,5) i C = (6, 7)
sqg przeciwlegtymi wierzchotkami kwadratu ABCD. Wyznacz rbwnanie prostej BD.

Zadanie 7. Dany jest kwadrat o kolejnych wierzchotkach A = (-4,2) i B = (6,-2). Wyznacz
promien okregu opisanego na tym kwadracie.

Zadanie 8. Punkty R = (2,4) i N = (-4,-2) sq przeciwlegtymi wierzchotkami kwadratu
ARON. Oblicz pole kota opisanego na tym kwadracie.

Zadanie 9. Punkt M = (2, -5) jest wierzchotkiem kwadratu. Jeden z jego bokdw zawiera
sie w prostej o rownaniu x + 2y — 7 = 0. Oblicz pole powierzchni tego kwadratu.

Zadanie 10. Sprawdz, czy czworokgt ABCD, gdzie A = (-3, -1), B = (53, -2), C = (54, 4),
D = (-2, 3) jest rownolegtobokiem. Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 11. Sprawdz czy punkty A = (1,1), B = (4,2), C = (7.1), D = (-2,-2) sq
wierzchotkami trapezu.

Zadanie 12. Wiadomo, ze A = (-1, 4), B = (2, 4), C = (-1, -2). Znqjdz rownanie proste;j,
w ktérej zawiera sie przekgtna AC prostokgta ABCD i okredl jej wspdtczynnik

kierunkowy.
45



Zadanie 13. Proste o rownaniaoch y — 4 = 0 i 4x — y + 12 = 0 oraz osie uktadu
wspotrzednych ograniczajq trapez. Oblicz tangens kata ostrego tego trapezu.

Zadanie 14. Oblicz dtugos¢ wysokosci rownolegtoboku ABCD, gdy A = (-1, 1),
B=(3,-2),C=(23)iD=(-256).

Zadanie 15. Oblicz pole rownolegtoboku ABCD o wierzchotkach w punktach:
A=(-4,2),B=(7-1),C=(10,3),D = (-1,4).

Zadanie 14. Dwa boki rownolegtoboku zawierajg sie w prostych 3x —y = 1 =0
i x+5y—-11= 0, a jednym z jego wierzchotkdw jest punkt (7,4). Wyznacz pozostate
wierzchotki tego rownolegtoboku.

Zadanie 17. Dwa boki rownolegtoboku lezg na prostych x -3y + 6 =0i4x + 2y + 5=0.
Napisz rownania prostych, na ktérych lezg dwa pozostate boki, wiedzgc, ze
wierzchotkiem réwnolegtoboku jest punkt A = (5,-1). Sporzgdz rysunek ilustrujgcy
to zadanie.

Temat: SYMETRIA OSIOWA NA PLASZCZYZINIE KARTEZJANSKIEJ

Zadanie 1. Dane sg punkty A= (1,3),B=(-4,1), C=(-2,-5)iD = (4, 0).Podaj wspotrzedne
punktow:

a) A’, B, C’, D' symetrycznych odpowiednio do punktéw A, B, C i D wzgledem osi OX
b) A", B", C"iD" symetrycznych odpowiednio do punktéw A, B, C i D wzgledem osi
OY. Zaznacz te punkty na rysunku.

Zadanie 2. Narysuj figure A’B'C’ symetryczng do danej wzgledem osi OX oraz figure
A"B"C" symetryczng do danej wzgledem osi OY.

AN
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Zadanie 3. Narysuj figure symetryczng do danej wzgledem proste;j | .

Zadanie 4. Sprawdz czy okrgg o Srednicy AB jest symetryczny do okregu o srednicy CD
wzgledem osi OX lub osi OY, jesli A=(0,5),B=(6,3),C=(-4,1),D=(-27)

Zadanie 5. Dane sg punkty A= (-2,-1),B=(2,-5),C=(8, 1), D = (4, 5). Oblicz pole czesci
wspolnej prostokgta ABCD oraz jego obrazu w symetrii wzgledem:

a) osi OX

b) osi OY

Zadanie 6. Sprawdz czy okrgg o Srednicy AB jest symetryczny do okregu o srednicy CD
wzgledem osi OX lub osi OY, gdy A= (-4,-6),B=(2,2), C=(3,5), D = (-5,-1).

Zadanie 7. Dane sq punkty A= (-2,-1),B=(2,-5),C= (8, 1), D = (4, 5). Oblicz pole czesci
wspolnej prostokgta ABCD oraz jego obrazu w symetrii wzgledem prostej y = x.

Zadanie 8. Ktéra z wypisanych obok liter ma:

a) 0 osi symetrii

b) 1 0§ symeti A M E F H

C) 2 osie symetrii?

Zadanie 9. Dany jest trapez ABCD, gdzie A= (0,3),B=(2,-1), C=(4,-1) iD= (5,3). Narysuj
ten frapez w uktadzie wspodtrzednych oraz jego obraz w symetrii wzgledem:

a)osi OX b) osi OY
C) prostej x =2 d) prostejy = x.
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Temat: SYMETRIA SRODKOWA NA PLASZCZYZINIE KARTEZJANSKIEJ

Zadanie 1. Podaqj punkty symetryczne do podanych punktow wzgledem punktu |.

[}

5

Zadanie 2. Narysuj obraz trojkgta ABC w symetrii wzgledem punktu D.

B
54

e 4

el

Zadanie 3. Dany jest trojkat ABC, gdzie A = (1,1), B = (5,1), C = (2,2). Narysuj obraz
tego frojkgta w symetrii wzgledem punktu (3,3).

Zadanie 4. Prostokagty ABCD i A’B'C’'D’ sq symetryczne wzgledem poczgtku uktadu
wspotrzednych. Oblicz pole czesci wspdinej tych prostokgtow, jesli A = (-2,1),
B=(1,-2),C=(3,0),D=(03).

Zadanie 5. Punkt A’ potozony jest symetrycznie do punktu A wzgledem poczgtku
uktadu wspodtrzednych. Oblicz dtugos¢ odcinka AA’, jesli:
a) A= (-1,4) b) A= (-6,-8) c) A=(2, 3)
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Zadanie 6. Narysuj obraz tamanej ABCD w symetrii wzgledem poczgtku uktadu
wspotrzednych.

Zadanie 7. Wyznacz srodek symetrii kwadratu o wierzchotkach: A = (1,-2), B = (9.,4),
C=(3,12), D = (-5,¢).

Zadanie 8. Dany jest trojkat ABC, gdzie A= (1,1),B=(5,1), C = (1,6). Narysuj obraz tego
trojkgta w symetrii wzgledem punktu:
a)O; = (0,0) b) O2= (1,1) c) Oz =(2.2)

Zadanie 9. Prostokgty ABCD i A'B'C'D’ sq symetryczne wzgledem poczgtku uktadu
wspotrzednych. Oblicz pole czesci wspdlnej tych prostokgtow, jesli A = (-3,-2),
B=(5-2),C=(53),D=(-3.3).

Temat: POWTORZENIE WIADOMOSCI - FIGURY NA PLASZCZYZINIE KARTEZJANSKIEJ

SPRAWDZ, CZY JUZ UMIESZ:

v’ odczytac¢ z postaci kanonicznej i ogdlnej rownania okregu jego Srodek
i promien,

v zapisac rownanie okregu o podanym srodku i promieniu,

v’ zapisa¢ rownanie okregu o podanych punktach stanowigcych poczgtek
i koniec Srednicy okregu,

v wyznaczy¢ punkty przeciecia okregu i osi uktadu wspotrzednych,

v okresli¢c wzajemne potozenie okregu i prostej,
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v okreslic wzajemne potozenie dwoch okregow,

v' narysowac obraz dowolnego wielokgta w symetrii osiowej i symetrii Srodkowej,

v’ wyznaczyc:
e rownanie prostej, w ktoérej zawiera sie wysokos¢ trojkgta (czworokgtal)
e rownanie srodkowej w trojkgcie

e dtugosc wysokosci trojkgta (czworokgta).

ZADANIA POWTORZENIOWE

Zadanie 1.Wskaz rownanie okregu o srodku o wspotrzednych (4, -8) i promieniu 7
A(x—4)?+(y+8)?2 =149 C.lx—4)?+(y—8)2=149
B.(x—4)?2+(y+8)?%=7 D.(x+4)*+(y—8)2=7

Zadanie 2. Srodek okregu o réwnaniu x? + y2- 10x - 8y — 80 = 0 ma wspotrzedne:
A. (-5, 4) B. (5, 4) C. (10, 8) D. (10, -8)

Zadanie 3. Promien okregu o rdwnaniu x* + y*- éx + 2y — 6 = 0 ma dtugosc¢:
A.6 B. 4 C.2 D. /6

Zadanie 4. Liczba punktéw wspdinych okregu o réwnaniu (x +2) >+ (y-3)? =4
z osiami uktadu wspotrzednych jest rowna:
A.O B. 1 C.2 D.4

Zadanie 5. Okregi (x-3)?+ (y-3)°=4i(x-4)*+ (y-3)°=1
A. sq styczne zewnetrznie B. sg styczne wewnetrznie
C. majg dwa punkty wspdlne D. sqroztgczne

Zadanie 6. Okrgg o srodku S = (-2, 2) jest styczny do obu osi uktadu wspobtrzednych.
Réwnanie tego okregu ma postac:

A(x—2)2+(y+2)? =4 B.(x+2)?2%+(y—2)?%=4
C.(x—=22+(y+2)?2=2 D.(x+2)?2+(y—2)2=2

Zadanie 7. Punkt A ma wspotrzedne (3,-2). Punkt B jest symetryczny do punktu A
wzgledem poczgtku uktadu wspdtrzednych. Punkt B ma wspotrzedne:
A. (-3.2) B. (-2,3) C. (-3.-2) D. (3,2)

Zadanie 8. Wyznacz rownanie prostej zawierajgcej srodkowqg CD trojkgta ABC,
ktérego wierzchotkami sg punkty A = (-2,-1),B= (6, 1), C = (7, 10).

Zadanie 9.Wyznacz rébwnanie prostej zawierajgcej wysokose¢ trojkgta ABC

poprowadzong z wierzchotka C majgc dane A= (1,1),B= (2, 6) i C = (-4, 2).
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Zadanie 10. Zbadaj potozenie prostej | o rownaniu 3x -4y -13 =0 wzgledem okregu
o rownaniu x® + y* —10x+24y -56=0

Zadanie 11. Punkty A =(0,0), B= (3, 1), D = (-1, 1) sq wierzchotkami rownolegtoboku
ABCD. Oblicz wspotrzedne wierzchotka D.

ZADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. Réwnanie okregu o srodku S = (-1,2) i promieniu r = 2 ma postac:
Ax+1D2+(@y+2)?=4 Clx+1)+(w-2)2?=4
B.(x+1)?+(@y—-2)?=2 D.x—1)?+(y+2)?=4

Zadanie 2. Réwnanie okregu o srodku S = (2,1) i promieniu r = 3 ma postac:
A(x—-2)2+@+1)?*=3 Cx—-22+@-12=9
B.(x+2)?+(y—-1)?=3 D.(x—2)2+(W+1)?=9

Zadanie 3. Réwnanie okregu o promieniu 3, stycznego z osiami OX i OY oraz
znajdujgcego sie w | ¢wiartce uktadu wspotrzednych ma postac:
A(x+3)2+(@+3)?=9 C.(x—3)2+(w-3)2=9
B.(x+3)?+(y+3)?%=3 D.x—3)2+(y—3)?=3

Zadanie 4. Wskaz rbwnanie okregu o promieniu 6.
A x*+y?=3 C.x*+y*=6
B.x*+y?=12 D.x*+y*=236

Zadanie 5. Promien okregu o rownaniu (x - 1)% + y? = 16 jest robwny:
Al B.2 C.3 D. 4

Zadanie 6. Promien okregu o rdwnaniu x* + y*- éx + 2y — 6 = 0 ma dtugosc¢:
A. 6 B. 4 C.2 D. V6

Zadanie 7. Odlegtos¢ srodka okregu o rownaniu (x — 3)? + (y + 1)? = 9 od poczgtku
uktadu wspodtrzednych wynosi:
AANTO B. 4 C.3 D. V2

Zadanie 8. Odlegtos¢ srodka okregu o rownaniu x? + y? — 2x — 3 = 0 od poczgtku
uktadu wspotrzednych jest rowna:

A2 B. 1 C.V3 D. 3

Zadanie 9. Dany jest okrgg o réwnaniu x? + y2 + 2x — 6y — 10 = 0. Wowczas:
Ar =420 B.r=20 C.r=10 D.r =410
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Zadanie 10. Srodek okregu o rownaniu x2 + y2 — 6x + 8y — 11 = 0 ma wspdtrzedne:
A.S=(-3,4) B.S = (-6,8) C.S = (3,-4) D.S= (6,-8)

Zadanie 11. Okrgg o srodku S=(-2,2) jest styczny do obu osi uktadu wspotrzednych.
Réwnanie fego okregu ma postac:

A (x—2)2+(@y+2)?2=4 C.(x—2)2+@w+2)?2=2

B. (x+2)2+(y—-2)?2=4 D.(x+2)?+(y—2)*=2

Zadanie 12. Ktére osie uktadu wspotrzednych przecina okrgg o rownaniu
(x—=3)2+(y+1)2 =42

A. Przecina obie osie

B. Przecina tylko 0§ x

C. Przecina tylko 0§ y

D. Nie przecina zadnej osi uktadu wspotrzednych

Zadanie 13. Liczba punktéw wspdlnych okregu o rownaniu (x + 2)2 + (y — 3)? = 4
z osiami uktadu wspotrzednych jest rowna:
A0 B. 1 C.2 D. 4

Zadanie 14. Okregi o réwnaniach (x —3)2+ (y—3)2 =4 i (x —4)> + (y —3)? = 1:
A. sq styczne zewnetrznie

B. sqg styczne wewnetrznie

C. majg dwa punkty wspdlne

D. sg roztgczne.

Zadanie 15. Ktory z ponizszych punktow lezy na okregu o rownaniu
(x+2)?+(y—-3)?2=4
A.(-2,1) B. (2.3) C. (-5.1) D. (0,0)

Zadanie 146. Dane sg punkty S = (2, 1) i M = (6, 4). Rbwnanie okregu o srodku S
i przechodzgcego przez punkt M ma postac:

A(x—2)2+(@y—-1)2=5 C(x—2?2%+(@w-1%=25
B.(x—6)+(y—4)?=5 D.(x —6)2+ (y —4)? =25

Zadanie 17. Pole kota ograniczonego okregiem x* + y ? -4x + 6y — 6 = 0 wynosi:
A Tx B. V197 C.7x D. 197

Zadanie 18. Okrqgg, ktérego Srednicq jest odcinek o koncach A = (3,-4) i B = (-1,2),
ma réownanie:

A x?+y2—-2x+2y—13=0 C.x?24+y?2—2x+2y—11=0
B.x2+y2+2x—2y—13=0 D.x2+y2+2x—2y—11=0
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Zadanie 19. Liczba punktéw wspdlnych okregu o promieniu 4 i srodku w punkcie
K = (0,3) z prostg o rbwnaniu y = -x + 1 jest rowna:
A.0 B. 1 C.2 D.3

Zadanie 20. lle punktow wspdlnych ma prosta x + y = 0 z okregiem o rownaniu
xZ+y%2=92
A.2 B. nieskonczenie wiele C. 1 D.0

Zadanie 21. lle punktow wspdlnych ma prosta o rownaniu y = -x + 2 z okregiem
o Srodku w poczgtku uktadu wspdtrzednych i promieniu 22
A.0 B. 1 C.2 D.3

Zadanie 22. Liczba punktdw wspdlnych okregu o réwnaniu (x + 3)% + y? = 5 z prostq
o rownaniu y = -2x + 1 jest rowna:
A.0 B. 1 C.2 D.3.

Zadanie 23. Pole frojkgta ograniczonego prostg y = -2x + 6 oraz osiami uktadu
wspotrzednych wynosi:

A.3 B. 6 C.9 D.18

Zadanie 24. Punkty A = (-1, 5) i B = (-3,2) sg wierzchotkami tréjkgta rownobocznego
ABC. Dtugosc boku tego trojkata wynosi:

A.5 B. V13 C. 67 D. /61

Zadanie 25. Punkty A = (-5, 2) i B = (3, -2) sq wierzchotkami trojkgta rownobocznego
ABC. Obwdd tego trojkgta jest rowny:

A. 30 B. 36 C.12+5 D. 445

Zadanie 2é6. Trojkgt o wierzchotkach A = (0,0), B = (1, 4), C = (5,2) ma pole:

A.7 B.8 C.9? D.10

Zadanie 27. Punkt A = (-1, 1) jest sSrodkiem kwadratu, a punkt B = (2, 0) jego
wierzchotkiem. Bok kwadratu ma dtugosc:

A.5 B. 22 C. V10 D. 25

Zadanie 28. Dwa kolejne wierzchotki kwadratu majg wspotrzedne: A = (-1, 3),
B = (3, -3). Pole tego kwadratu wynosi:

A 12 B. 52 C. 2413 D. 1372
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Zadanie 29. Dane sq wierzchotki czworokgta: A = (-2, 4), B = (6, 4), C = (6, -4)
iD= (-2, -4). Dlugos¢ przekatnej BD tego czworokgta wynosi:

A.8+2 B. V124 C.28 D. 4
Zadanie 30. Punkty A = (1, 1) i1 C = (6, 0) sq przeciwlegtymi wierzchotkami
rownolegtoboku ABCD. Punkt przeciecia przekgtnych mam wspotrzedne:

5 1 15 5 1 71
Alg 3 B.(52) ct73) o172

Zadanie 31. Przekgtna LM rombu KLUM lezy na prostej o rownaniu y = 0,2x oraz
U= (2, -9). Wowczas przekgtna KU zawiera sie w prostej o rownaniu:

A.y:—%x—l B.y=-5x-1 C.y=-5x+1 D.y:%x+]

Zadanie 32. Punkt A ma wspotrzedne (2013,1000). Punkt B jest symetryczny do punktu
A wzgledem osi OX, a punkt C jest symetryczny do punktu B wzgledem osi OY. Punkt
C ma wspodtrzedne:

A. (-2013,1000) B. (-1000, 2013) C. (-2013, -1000) D. (2013, 1000)

Zadanie 33. Dany jest punkt A o wspotrzednych (-3,2). Punkt B jest symetryczny do A
wzgledem poczatku uktadu wspodtrzednych, natomiast punkt C jest symetryczny
do punkfu B wzgledem osi OY. Odcinek AC ma dtugosc:

A. b B. 4 C.2V13 D. V13

Zadanie 34. Punkt A ma wspotrzedne (3,-2). Punkt B jest symetryczny do punkiu A
wzgledem poczgtku uktadu wspotrzednych. Punkt B ma wspotrzedne:
A. (-3.2) B. (-2.3) C. (-3.-2) D. (3.2)

5. PRZEKSZITALCENIA WYKRESOW FUNKCJI

Temat: PRZESUNIECIE WYKRESU FUNKCJI WZGLEDEM OSI UKLADU WSPOLRZEDNYCH

Jezeli wykres funkciji y = f(x) przesuniemy o p jednostek wzgledem osi x i g jednostek
wzgledem osi y, to wzor funkciji, ktdrg otfrzymamy po przesunieciu ma postac
y="f(x-p)+q.

Jezeli:

p >0 przesuwamy wykres w prawo wzgledem osi X
p <0 przesuwamy wykres w lewo wzgledem osi x
q>0 przesuwamy wykres w gére wzgledem osi y

q <0 przesuwamy wykres w dot wzgledem osi 'y
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Zadanie 1. Okresl o ile jednostek i wzdtuz ktérej osi nalezy przesungc wykres funkcji f,
aby ofrzymac wykres funkcji g.

a)g(x) = fx-6)+1 b) g(x) = f(x = 3)
)glx) =fx+1) d)g(x) = f(x) =5
e) g(x) = f(x) +2 flgx)=flx+2)-3
9)gx)=flx-1) h) g(x) = f(x) — 4
g =fx+2)+4 ) g(x) =fx-10) =3

Zadanie 2. Dany jest wykres funkcji f. W tym samym uktadzie wspotrzednych narysuj
wykresy nastepujgcych funkcii:

a) g(x) = f(x—=2)

4

§¥]

=
4

W (35 O

b) g(x)=f(x)+1

-

S
4

Y §¥] H O
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c) g(x)=f(x+1)-2

=
»
>

=Y

LY 8]

Zadanie 3. Dana jest funkcja f. Dokonaj przesuniecia wykresu funkcji o wektor u:
b) u=[0,3]

a) u=[-2,0]

L8 1 ! 1
e R |

L8 1 ! 1
e R |

c)u=[L-2]

| S S
LI

d) u=[-1,2]

| S S T
L

Zadanie 4. Napisz wzor funkcji g ktorej wykres powstat w wyniku przesuniecia wykresu

funkcji f o wektorw.

a) f(x) = |x|, w=1[-2,3]

) f(x)=2x—4, w=1[—4,0]
e) f(x) = x?,
9)fx) =2,

b) f(x) = Ix|, w=[3,1]
d) f(x)=-3x+1, w=][0,5]

: |
h) f(x) = 6%, W=[-2,9]
56



i) f() =X, W =1[5,3] ) FG) = 2Vx i = [-12]
k) f(x) =3Ix| @ =1[3,-8] ) f@) =3 @ =[-30]

Zadanie 5. Okresl, o jaki wektor nalezy przesungc wykres funkcji f, aby otrzymac
wykres funkciji g.

a) f0=2x3,  g(¥)=2(x+3)?-1L  W=[m ]

o) F)=2, g =——x+7, WL ]
X x-1

c) F) =%, g(x)=+x-3 Y

d) fO)=x|,  g(x)=[x|-4 VY

Zadanie 6. Na rysunku przedstawiono wykres funkciji f. Narysuj wykresy funkciji g jesli:

9(x) = f(x+3) g =f(x)-1

g(x)=f(x-1)+2 g(x)=f(x+2)-3

IEEEEEENEENIER T T I T T A T N/ T ¢
\Vi BN '

LI L]

Zadanie 7. Okresl o ile jednostek i wzdtuz ktoérej osi nalezy przesung¢ wykres funkciji
f aby ofrzymac wykres funkciji g.

a) g(x)=f(x-2) L) g(x) = f(x+3)
c) g(x)=f(x)-4 d) gx)=f(x-1)+2
e) g(x) = f(x—+/3)—4 f) g(x)= f(x+4)+1
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Zadanie 8. Opisz przesuniecie, w wyniku ktérego z wykresu funkciji f otrzymasz wykres

funkcjig

a) f(x)=|x, g(x)=|x+2 b) f(x)=x%g(x)=(x—-4)
5 5

C) f(x):;,g(x):E d) f(x)=|x,g(x) =|x-5+1

e) f(x)=x%9g(x)=(x+1f -17 f) f(x)=/x,9(x) =/x -7

Temat: PRZEKSZTALCENIA WYKRESU FUNKCJI

Symetria wzgledem osi x
Odbijajgc wykres funkcji y = f(x) symetrycznie wzgledem osi x, otrzymujemy wykres
funkcji y =-f(x)

Symetria wzgledem osi y
Odbijajgc wykres funkciji y= f(x) symetrycznie wzgledem osi y, ofrzymujemy wykres
funkcji y = f(-x)

Wykres funkcji y =k - f(x)

Jezeli y=1(x) i 9g(x)=k-f(x), gdzie k=0, to do wykresu funkcji f nalezg punkty
(x, f(x)), a do wykresu funkcji g punkty (x, k- f(x)).

Przeksztatcenie, w wyniku ktérego ofrzymujemy wykres funkcji g nazywamy
powinowactwem prostokgtnym o osi x i skali k.

Wykres funkcji y = f(k-x)
Jezeli y=1(x) i g(x)=f(k-x), gdzie k=0, to do wykresu funkcji f nalezg punkty
(x, f(x)), a do wykresu funkcji g punkty (%x f(x)) . Przeksztatcenie, w wyniku ktérego

oftrzymujemy wykres funkcji g nazywamy powinowactwem prostokgtnym
o osi y i skali k.

Wykres funkciji y =| f(x)]|

Zgodnie z definicjg wartosci bezwzglednej wzoér funkcji y = f(x)| mozna zapisac

w postaci:
f(x), gdy f(x)>0

y = f(x) I={

—f(x),gdy f(x)<0
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Aby narysowac¢ wykres funkcji y = f(x)|, znajgc wykres funkcji f, wystarczy okresli¢
znaki funkcji f . W tych przedziatach, w ktérych funkcja przyjmuje:

- wartosci nieujemne, wykres funkcji y = f(x) | pokrywa sie z wykresem funkcji f

- wartosci ujemne, wykres funkcji y =| f (x) | jest symetryczny wzgledem osi x do wykresu
funkciji f

Zadanie 1. Na rysunku przedstawiono wykres funkciji y = f(x) . Naszkicuj na tym samym

rysunku wykres wskazanej funkcii.
a) y=-f(x) b) y=1(-x)

| ] | ! ]
1 1 1 | 1
I T T T

c) y=2-f(x) d) y=1(2-x)

| 1 1 | ]
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Zadanie 2. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f . Naszkicuj w tym samym
uktadzie wspotrzednych wykres funkcji g(x) = f(x)|
a) b)

__3 !

I

1 | - i
T

V

Zadanie 3. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f . Naszkicuj w tym samym
uktadzie wspotrzednych wykres funkcji g(x) = f (| x|)
a) b)

I

11 [ - Il
T T
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Zadanie 4. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f . Naszkicuj wykres funkcji:

a) g(x) =—1(x)
b) g(x) = f(=x)
€) 9(x) = -2f(x)
d) g() = f(x)|
YREREE e) g(x) = f(Ix])
* f)gx)=f(x-2)-1

Zadanie 5. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f . Naszkicuj wykres funkcji:

2) g(x) =~ ()
b) g(x) = f(-X)
) 93 = ()
VAN d) g(x) =| (0|

e) g(x) = (| x])
f)gx)=f(x-)+2

Zadanie 6. Naszkicuj w uktadzie wspotrzednych wykres funkciji liniowej f(x) =-4x,

a nastepnie dokonujgc odpowiedniego przeksztatcenia narysuj w tym samym
uktadzie wykres funkcji g, jesli:

a) 9(x) =-1(x) b) 9(x) = f(=x)
c) 9(x)=3-1(x) d) 9()=f(@3-x)
e) g() = f(x)| f) g(x)=f(x])
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Zadanie 7. Naszkicuj w uktadzie wspotrzednych wykres funkciji liniowej f(x) = 2x,

a nastepnie dokonujgc odpowiedniego przeksztatcenia narysuj w tym samym
uktadzie wykres funkciji g .

a) 900 =-1(x) b) 9= f(-X)
c) 900=3+f( d) 900 = ;9
&) 901 £(9)| f) 9= £(1x)

Zadanie 8. Naszkicuj w uktadzie wspotrzednych wykres funkcji f(x) :g' a nastepnie

dokonujgc odpowiedniego przeksztatcenia narysuj w tym samum uktadzie wykres
funkcji g, jesli:

al 900 =3+ f( o) 909 = (-2 c) 9004 ()

ZADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. Jezeli wykres funkcji f przesuniemy wzdtuz osi OY o 7 jednostek do gory,
to ofrzymamy wykres funkciji h okreslonej wzorem:
A h(x)=f(x—7) B.h(x) =f(x)+7 C.h(x)=f(x)—7 D.h(x) =f(x+7)

Zadanie 2. Wykres funkcji f(x) = x3 — 4x — 4 ofrzymamy przesuwajgc wykres funkcji
g(x) = x3 — 4x + 4 wzdtuz osi OY o:

A. 4 jednostki do dotu B. 4 jednostki do gory

C. 8 jednostek do dotu D. 8 jednostek do gory

Zadanie 3. Przesuwajgc wykres funkcji g wzdtuz osi OX o 5 jednostek w prawo,
otrzymano wykres funkciji f. Zatem funkcja f okreslona jest wzorem:
Af(x)=g(x—-5) B.f(x) =g(x)—-5 C.f(x) =g(x+5) D.f(x) =g(x) +5

Zadanie 4. Wykres funkcji h otrzymano przesuwajgc wykres funkcji g(x) = x? wzdtuz osi
OX o dwie jednostki w lewo. Zatem funkcja h okreslona jest wzorem:
A.h(x)=x2-2 Bh(x)=x%+2 Ch(x)=x?—4x+4 D.h(x) = x% + 4x + 4

Zadanie 5. Wykres funkcji y = 2(x — 3)? + 5 powstat w wyniku przesuniecia wykresu
funkcji y = 2x? o:

A. 3 jednostki w lewo i 5 jednostek w dot

B. 3 jednostki w lewo i 5 jednostek w goére

C. 3 jednostki w prawo i 5 jednostek w dot

D. 3 jednostki w prawo i 5 jednostek w goére
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Zadanie 6. Na rysunku 1. Jest przedstawiony wykres funkcjiy = f(x) .

a
»
»

w

IS
IS

. L~ 5 L~
i / , /
t Rys. 2 _
8 —> |0 —— >
2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Rys. 1
Funkcja przedstawiona na rysunku 2 jest okreslona wzorem
Ay=fx-1) B.y=f(x)—-1 C.y=fx+1) D.y=f(x)+1

Zadanie 7. Jezeli wykres funkcji y = 2x? — 1 przesuniemy o frzy jednostki w prawo,
to otrzymamy wykres funkcji o wzorze
Ay =2x?—4 B.y=2(x—-3)2-1 C.y=2(x+3)?%-1 D.y=2x%+2

Zadanie 8. Zbiorem wartosci funkcji y = f(x) jest przedziat (-4, 0). Wobec tego zbiorem
wartosci funkcji y = f(x) — 4 jest zbidr:
A. (0, 4) B. (-8, 0) C.{-4,0) D. (-8, —4).

Zadanie 9. Wykres funkciji f opisanej wzorem f(x) = Ix 41 przeksztatcono przez symetrie

osiowq wzgledem osi OY i ofrzymano wykres funkciji g. Zatem:

A g(x) =—Vx+1 B.g(x) = v—x +1 C.g(x) = =v—x +1 D.g(x) = Vx - 1.
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6. FUNKCJA KWADRATOWA

Funkcjg kwadratowq nazywamy funkcje okreslona wzorem f(x) = ax® +bx+c,
gdzie a#0 ( a, b, c-wspdtczynnikiliczbowe).

Wykresem funkcji kwadratowej jest krzywa zwana parabolq.

ramiona paraboli

wierzcholek
paraboli

Kierunek ramion paraboli zalezy od znaku wspdtczynnika a.

Vi Vi

AN

a>

Temat: WYKRES | WLASNOSCI FUNKCJI KWADRATOWEJ f(x) = ax?.

Zadanie 1. Napisz wzdr funkcji kwadratowej w postaci f(x) = ax® +bx+c, gdy:
d) a=4,b=-3,c=1 b) a=-5b=0,c=2
c) a=7,b=—-4,c=0 d a=4b=0,c=0

Zadanie 2. Uzupetnij tabele wartosci funkcji f dla podanych argumentow,
a nastepnie naszkicuj jej wykres, jesli:

a) f(x) = x? b) f(x) = —x? c) f(x)=2x°

d) £()=-3x’ e) f(x) =" ) f@) = —32°

Na podstawie powyzszych wykresdéw uzupetnij tabele wtasnosci funkcji f (x) = ax?
w zaleznosci od znaku wspodtczynnika a.
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Wtasnosci a>0 a<o0
ramiona paraboli, ktdéra
jest wykresem funkciji f, w gore

sqQ skierowane
wspotrzedne wierzchotka
paraboli

zbidér wartosci funkciji f

funkcja f maleje
w przedziale

funkcja f rosnie
W przedziale

najwieksza wartos¢ nie istnieje
funkciji f

najmniejsza wartos¢
funkciji f

Zadanie 3. Sporzgdz odpowiednig tabele i naszkicuj wykres funkcji f . Podajjej wartos¢
najmniejszq i warto$¢ najwiekszg dla xe<-11> |

a) f(x)=4x* b) f(x):—%x2
c) f(x)=-2x° d) f(x) = 3x?
Zadanie 4. Punkt A nalezy do wykresu funkcji okreslonej wzorem f(x) = ax* . Oblicz

wspotczynnik a, gdy:
a) A=(2,8) b) A=(3,-9)

Temat: POSTAC KANONICZNA FUNKCJI KWADRATOWE)J

Postac f(x) = ax? + bx + ¢ funkcji kwadratowej nazywamy jej postaciq ogding.
Funkcje kwadratowq mozna tez przedstawic w postaci kanonicznej

fx)=alx—p)+gq

gdzie p, g - wspodtrzedne wierzchotka paraboli.
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Wspotrzedne wierzchotka paraboli W=(p, q)wyznaczamy ze wzorow
b —A

P="20 T

Uwagal!
Drugg wspotrzedng wierzchotka W mozna wyznaczy¢ korzystajgc ze wzoru q = f(p).

Zadanie 1. Funkcja f dana jest wzorem ogdolnym. Oblicz wspotrzedne W = (p, Q)
i zapisz wzor funkcji w postaci kanoniczne;.

a) f(x)=x*>+8x-6 b) f(x)=x"+6x+1

¢) f(x) =2x%—10x + 12 d) f(x) = —2x% + 10x
e) f(x)=x*-x-9 f) f(x)=x*-5x+5

9) f(x):xz—x+% h) f(x)=x*+7x+1225

Zadanie 2. Ze wzoru funkcji kwadratowej odczytaj wspobtrzedne wierzchotka
W paraboli, ktéra jest wykresem:

a) f(x)=-3(x+4)> -6 o) f(x):%(x—2)2+1

c) f(x)=4x2+2 d) f(x)=—-2(x+~/3)?

Zadanie 3. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkciji kwadratowej. Przesun
go o podang licze jednostek i zapisz wzér nowej funkcii.

Q) 2- 11 b) 1«37
HI\ i /I lll\ . Ii
61 6
n\ / ‘n\ /
\ 5 |I{ \ 5 /
N N (N
\ 3 / _ l\ 3 /
\ 24 / A \ 2 {/ '
O A
N/ _ \o| /
4 3 2 <1 01 2 3 4« 4 -3 2 -1 o1 2 3 4 a
c) 21 d) 3-
Y Yy
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Zadanie 4. Ustal, czy wykres funkcji f okreslonej wzorem postaci f(x) =a(x - p)*> +q ma
punkty wspdlne z osig x, gdy:

a) f(x)=x*-4 b) f(x)=-2x*-1

c) f(x)=(x-3)* d) f(x)=(x-2)°+3
e) f(x)=4x*-8 f) f(x)=—-(x+3)* -1
g) f(x)=4(x-3)>-5 h) f(x)=2(x+4)?+1

Zadanie 5. Dana jest funkcja kwadratowa f. Wyznacz wspotrzedne W = (p,q)
wierzchotka paraboli oraz f(p). Poréwnaj wartosci f(p) i q.

a) f(x) =x%? —4x +2 b) f(x) =3x%+6x—1

c)f(x)= —x*2—-2x+4 d) f(x) = —2x>+8x—4

Zadanie 4. Oblicz warto$¢ funkcji f(x) =2x? —4x+3 dla p =1. Podaqj jej postac
kanoniczng.

Zadanie 7. Przedstaw funkcje kwadratowg w postaci ogdlnej. Odczytaj wspodtrzedne
wierzchotka funkcji kwadratowe;.

a) F(X)=(x-4)% +2 b) f(x)=(x+1)?—8
c) f(x)=2(x+2)*+10 d) f(x)=-3(x-7)*-1
e) y=%(><+4)2—3 f) y=—%(x—2)2+16

Temat: MIEJSCA ZEROWE FUNKCJI KWADRATOWE) | JEJ POSTAC ILOCZYNOWA

Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej zalezy od wartosci wyrdznika A,
gdzie A= b? — 4ac.

Funkcja kwadratowa posiada:

- dwa miejsca zerowe dia A >0

—b-+A —b+JA
Xi=—— X, =———

! 2a 2 2a

- jedno migjsce zerowe dla A =0,
b
X1 = X = a

- nie posiada miejsc zerowych dla A < 0.
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Jesli funkcja kwadratowa posiada miejsca zerowe, to mozna jg przedstawic
w postaci iloczynowej:

-dlaA>0 f(x) =alx—xq1)(x —x3), gdzie x4, x, - miejsca zerowe

-dlaA=0 f(x) = alx — xq)?%, gdzie x, — miejsce zerowe.

Zadanie 1. Odczytaj z wykresu funkcji jej miejsca zerowe i wspotrzedne wierzchotka

paraboli.

Zadanie 2. Zapisz funkcje f w postaciiloczynowej (o ile istnieje):

a) f(x)=x*-10x+21 b) f(x)=6x"+x-1
c) 100 =% +2x+4 d) f() = —4x+4
6) f(X)=—3x° +9x f f(x):%xz—z
g) f(X)=x*+x+1 h) f(x)=2x*+2x

Zadanie 3. Podaj miejsca zerowe funkcji f :

a) 1) =-2(x-1)(x+4) o) £() = (x-5)(x+2)
c) f(x)=2x(x+6) d) f(x)=5(x+3)°
e) f(x):%x(x—Z) f) f(x):x(x+%)
g) f(x)=—-(x-4)(x+2) h) f(x)=4(x+6)(x+3)

Zadanie 4. Wyznacz wspdtczynniki b i ¢ tréjmianu y = x* +bx+c, jesli X, i X, sq
jego pierwiastkami.
a) x,=-1Lx,=4 b) x; =2, x, =-3
1 1
C = Or = _5 d X ==, X, =—
) x1 X2 ) X 517273
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Zadanie 5. Odczytaj z wykresu funkcji kwadratowej jej miejsca zerowe. Sprébuj
odgadngc¢ wartos¢ pierwszej wspotrzednej wierzchotka.

1 T ir |
1 ’ |
|

f
1)

—
]

1

i
=

, .
i B ERLEN TR
O M -

ZnajomosC miejsc zerowych utatwia nam wyznaczenie wspotrzednych

wierzchotka W = (p, q) paraboli. Wystarczy zastosowac wzory:
X1+ X,
P=—"7 q=f()

Zadanie 4. Oblicz wspotrzedne wierzchotka W paraboli, ktéra jest wykresem funkcii
f oraz zapisz jg w postaci kanoniczne;.
a) f(x)=2(x-1)(x+5) b) f(x)=-2(x+1)(x+3)

c)f(x)=3x+2)(x—3) d) f(x) = =x(x+5)

Zadanie 7. Wyznacz wspotrzedne wierzchotka W oraz punkty przeciecia sie wykresu
funkcji f z osiami uktadu wspotrzednych. Naszkicuj jej wykres, gdy:

a) f(x)=3(x-2)(x+4) o) f(x):—%x(x—Z)

Wtasnosci funkcji kwadratowej w zaleznosci od znaku wspoétczynnika a.

a>0
Dziedzina: R

Zbidér wartosci: < q, +)

Réwnanie osi symetrii: x = p

5 Maksymalne przedziaty monotonicznosci:

i fTdlaxe <p,+o)
\/ fldlaxe(—oco,p>
ag - - Wartos¢ najmniejsza: g

W
WartoS¢ najwieksza: nie istnieje

wH
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a<o0
Dziedzina: R

y Zbidér wartosci: (—o,q >

: Réwnanie osi symetrii: x = p

Maksymalne przedziaty monotonicznosci:
f 1 dlaxe <p,+)

f T dlaxe (—oo,p >

x | Warto$¢ najmnigjsza: nie istnieje

\ > | Warto$é najwieksza: g

/

Zadanie 8. Dana jest funkcja kwadratowa f. Wyznacz jej miejsca zerowe oraz
wspotrzedne wierzchotka paraboli, a nastepnie naszkicuj jej wykres. Omow
wskazane wtasnosci:

e dziedzine i zbidér wartosci funkciji

e réwnanie osi symetrii paraboli,

e maksymalne przedziaty monotonicznosci funkcii,

e przedziaty, na ktérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, ujemne,

niedodatnie i nieujemne,
e warto$¢ najwieksza (najmniejsza) funkciji.

a) f(x)=-x*-4x-3 b) fx) =x?—x—6
c) f(x) = 3x?% + 4x d) f(x) = —-2x?—x+1
e) f(x):%x2+3x+g f) f(x) =x?>—4x +4

Zadanie 9. Najwieksza wartos¢ funkcji f(x) =a(x-3)(x+5) jest robwna 5. Wyznacz
wspotczynnik a oraz wspotrzedne wierzchotka paraboli.

Temat: WARTOSC NAJMNIEJSZA | NAJWIEKSZA FUNKCJI KWADRATOWE)
W PRZEDZIALE DOMKNIETYM

Aby wyznaczy¢ warto$¢ najmniejszg i najwiekszg funkcji kwadratowej w przedziale
domknietym <a, b> nalezy obliczy¢ warto$¢ p, ktdra jest pierwszg wspodtrzedng
wierzchotka W.

Jezeli:

* pe<a,b>, to wyznaczamy gq, f(a) i f(b). Najmniejsza z tych frzech liczb jest
wartoscig najmniejszg a najwieksza wartoscig najwiekszq.

* p ¢<a,b>, to wyznaczamy tylko f(a) i f(b). Mniejsza z tych liczb jest wartoscig
najmniejszg a wieksza wartoscig najwiekszg.
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Zadanie 1. Odczytaj z wykresu wartos¢ najmniejszq i wartos¢ najwiekszqg funkcji f
w przedziale <0, 2>.

y iy

Zadanie 2. Narysuj wykres funkcji f (x) = —(x-1)(x—4), okresl jej wierzchotek i odczytqj
z wykresu wartos¢ najmniejszg i najwiekszg funkciji w przedziale <0, 3>

Zadanie 3. Wyznacz warto$¢ najmniejszg i najwiekszg funkcji f w podanym przedziale.
a) f(x)=2x*-4x+3, <0,3>. b) f(x)=-3x>-6x-2, <1,2>

c) f(x):%x2+2x+1, <-6,2> d) f(x):%xz—x, <-3,0>

Zadanie 4. Wyznacz warto$¢ najmniejszq i najwiekszg funkcji f w przedziale <-1, 4>,

a) f(x)=2x*-12x-1 b) f(x)=—%x2—2x+3

c) f(x)=x*>+3x, <1,9> d) f(x)=x*-3x+1, <0,4>

e) f(x)=3(x+3)(x-1), <-2,0> f) f(x)=5(x+3)(x+5), <-1,0>
g) f(X)=-2(x-2)>+1, <-2,0> h) f(x)=-(x+3)(x-1), <-1,2>
i) f(x)=2(x-2)>+4, <0,3> ) f(X)=(x+3)*-3, <-2,2>

Temat: WYZNACZANIE WZORU FUNKCJI KWADRATOWEJ

Zadanie 1. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f sq liczby 2 i 3. Zapisz jej wzor, jesli
punkt P = (-1, 4) nalezy do wykresu tej funkcji.

Zadanie 2. Napisz wzér funkciji kwadratowej f, ktdrej wykres przecina 0§ OY w puncie
(0, -2), a wierzchotkiem jest punkt W = (5, -1).

Zadanie 3. Napisz wzor funkcji kwadratowej, ktérej miejscami zerowymi sq liczby
(-1) 17, azbiorem jej wartosci jest zbidr (—o,4 > .
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Zadanie 4. Napisz wzor funkcji kwadratowej, ktérej miejscami zerowymi sq liczby
2i(-4), azbiorem jej wartosci jest zbidr < —1,+wx) .

Zadanie 5. Najwiekszg wartosc¢ funkcji kwadratowej f jest rowna 9. Liczby 0i 6
sg miejscami zerowymi tej funkcii. Zapisz wzor tej funkciji w postaci ogolnej.

Zadanie 6. Na podstawie wykresu funkcji kwadratowej okresl jej wzor.

n}l

Zadanie 7. Napisz wzoér funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej , wiedzgc, ze jej
wykresem jest parabola o wierzchotku w punkcie W = (2, 1) oraz, ze liczba 3 jest
miejscem zerowym tej funkcji. Wyznacz drugie miejsce zerowe.

Zadanie 8. Dana jest funkcja kwadratowa f(x) =ax* +bx+c.Do wykresu tej funkcji
nalezy punkt A = (-1, -13), a jej wartos¢ najwieksza jest rowna 2 dla x = 4. Wyznacz
wspotczynniki a, b, c.

Zadanie 9. Dana jest funkcja kwadratowa f(x) =ax* +bx+c. Do wykresu tej funkciji
nalezy punkt A = (3, 14), a jej miejscami zerowymi sq liczby 2 i -4. Wyznacz wspotczynniki
a, b, c.

Zadanie 10. Wyznacz wspdtczynniki ai b we wzorze funkcji f(x) = ax® +bx+4,
tak aby do wykresu funkcji nalezaty punkty (1, 3)i (-1, 9).

Zadanie 11. Napisz wzor funkcji kwadratowej f, o ktdrej wiadomo, ze:

a) ma najwiekszg wartos¢ rowng 8 dla argumentu rbwnego -1, a jej wykres przechodzi
przez punkt P = (-3, -4).

b) f(5) =0 iprzedziat <2, +x) jest maksymalnym przedziatem, w ktérym funkcja

jest malejgca, a przedziat (—«, 5> jest jej zbiorem wartosci.

c) f(0)=0 iprzedziat (—», — 2 >jest maksymalnym przedziatem, w ktdrym funkcja

jest malejgca, a jej wykres z prostg o rownaniu y = -4 ma jeden punkt wspdlny.
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Zadanie 12. Napisz wzoér funkcji kwadratowej f, o ktdrej wiadomo, ze:

a) ma najmniejszg wartos¢ rowng -10 dla argumentu rownego 3, a jej wykres
przechodzi przez punkt P = (2, -8).

b) f(@) =1 i przedziat <4, +x)jest maksymalnym przedziatem, w ktérym funkcja jest
rosngca, a przedziat < -8, +«) jest jej zbiorem wartosci.

Temat: PRZEKSZTALCANIE WYKRESOW FUNKCJI KWADRATOWEJ

Zadanie 1. Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie przesun o podang liczbe jednostek,
gdy:

a) f(x)=x*+6x, 2 jednostki w lewo i 1 jednostka w dot
b) f(x)= —%(x +4)(x-2), 3 jednostki w prawo, 2 jednostki w gore
c) f(x)=(x-1?* -4, 1 jednostka w lewo, 3 jednostki w gére.

Zadanie 2. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x) = -3x* + x—4. Napisz wzodr funkcji g,

gdy:
a) 9(x) =-f(x) b) 9(x) = f(=x) c) g(x)=f(x-1)+2
d) 9(x) = f(x)| e) 9(x) =-5f(x) f) g(x) = f(3x)

Zadanie 3. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x) =2(x—-3)* +1. Napisz wzdr funkcji g,

gdy:
a) g(x) =—f(x) b) g(x) = f(-x) c) g(x) = f(x+3)-1
d) g(x)= f()| e) g(x)z—%f(x) f) g(x) = f(3x)

Zadanie 4. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x) = 2(x—3)(x + 4) . Napisz wzor funkcji g,

gdy:
a) 900 =—f(x) o) 9(x) = f (%) c) g(x) = f(x+3)-1
d) 90 f(x)] &) 900 =~ F (%) f g(x) = f(3x)

Zadanie 5. Naszkicuj wykres funkciji f :
a) f(x)=x*-3| b) f(x)=(x-2)*-5]
a) f(x)=x*+1| c) f(x)=—|x*—4]
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Temat: NIEROWNOSCI KWADRATOWE

Zadanie 1. Na rysunkach przedstawione sg wykresy funkcji f. Podaj rozwigzania

nierdwnosci :
a) f(x) >0 b) f(x) =0 c)f(x) <0 d)f(x)<0
1. 2.
\; /"
Ay [ 1 2 3 ’1f‘
l [ NE E‘f
O [} ] Y *l
&
M
3 4,
Y 'I/T
Yi 14
1 4 3 4z
I
L 1>1 4 3
¢ o ¢ $—t—t-

Zadanie 2. Naszkicuj parabole y = 2x* + 7x -4 . Podaqj zbiory rozwigzanh nierbwnosci:

a)2x*+7x—4<0
)2x2+7x—4>0

b)2x*+7x—4<0
d)2x?+7x—4=0

Zadanie 3. Naszkicuj parabole y = —x? — 2x — 1. Podaj zbiory rozwigzan nierébwnosci:

a)—x*?—-2x—1<0
)—x%>—=2x—1>0

Zadanie 4. Rozwigz nierdbwnosc:
a) 3x* +2x-1<0
c)—x?-5x+6=0
e)x?—4x+4>0

g) 2x2—-4x+6<0

i) —4x*+x—-3<0

k) (x+6)(x—2)<0

m) —3x* <0

0) —x(2-x)>1-x?

by —x?—-2x—-10<0
d)—x?2—2x—-12>0

b) 2x* +5x-3>0

dx2—x—-6<0

f)x2+6x+9<0

h) 4x2 —8x >0

j)5x2+4<0

) 2—x)(x+3)=0

n) (x+3)*<0

p) 3x—x? <3-3x°
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Zadanie 5. Rozwigz nierdwnosc:

a)x(x—3)—4(5-x)=0 b) 22 —x) < —x(x —3)

c) 5= (x —2)? d x—-DEx+D+x—-2)2<x(x—4)
e)2(x—1? - (x—-2)?%2=>2 f) (x + 4)(x —4) > 4(x — 1)?

g) 2x+1)%+(x-3)* <10 h) 3x—(1-X%)* > (x-2)(x+2)

i) (1x+1)2>gx—§ j) 2—x* <(2-x)?

Zadanie 6. Podaj wszystkie liczby naturalne, ktére spetniajg nierdownosé x> —6x+5<0.
Zadanie 7. Podaj najmniejszq liczbe naturalng spetniajgcg nieréwnosé 12x* —6x 20,
Zadanie 8. Podaj wszystkie liczby catkowite spetniajgce nierdwnosé —2x° +8>0.

Zadanie 9. Wyznacz dziedzine funkcji okreslonej wzorem:

a) y=+-x*+16 b) y=y(X+)(x+2)
O e — d) y=—o=>
VX% —6Xx+9 VJ(X=5)(x+59)

Temat: FUNKCJA KWADRATOWA W ZASTOSOWANIACH

Zadanie 1. Oblicz wymiary prostokgtnej dziatki o polu powierzchni 288 m? , jesli jeden jej
bok jest:

a) dwukrotnie dtuzszy od drugiego,
b) 0 2 metry dtuzszy od drugiego.

Zadanie 2. Prostokgtna dziatka o powierzchni 700m? ma jeden bok o 3m dtuzszy od
drugiego. Oblicz ile metréw biezgcych siatki potrzeba do ogrodzenia tej dziatki, jezeli
na jednym z bokdéw nalezy pozostawic miegjsce na wstawienie furtki o szerokosci 2m.

Zadanie 3. Oblicz, ile bokdw ma wielokgt, w ktérym liczba przekgtnych wynosi 405.

Zadanie 4. lLiczbe 36 roztéz na sume takich dwoch sktadnikow, ktérych iloczyn jest
najwiekszy.

Zadanie 5. Liczbe 40 roztdz na sume takich dwodch sktadnikdw, ktdérych iloczyn jest
najwiekszy.

Zadanie 6. Suma dtugosci przyprostokgtnych trojkgta prostokgtnego jest rowna 8cm.
lle najwiecej moze byc¢ rowne pole takiego trojkgta?
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Zadanie 7. Mamy 240 metrow biezgcych siatki ogrodzeniowej. Chcemy ogrodzic
prostokgtny ogrédek o jak najwiekszej powierzchni. Jakie wymiary powinien miec
ogroédek?

Zadanie 8. ZaleznoS¢ miedzy kosztem catkowitym produkcji K a liczbg x
wyprodukowanych detali okreslona jest wzorem K(x) =0,01x* —4x +500, gdzie x jest

liczbg naturalng dodatniq. lle detali nalezy produkowac, aby koszt catkowity produkciji
byt najmniejszy?

Zadanie 9.W pewnej miejscowosci liczbe przyje¢ chorych do szpitala w czasie trwania
10 dni epidemii okre$la wzdr E(n) =-2n® +24n.

a) Oblicz ilu chorych przyjeto do szpitala w pierwszym dniu trwania epidemii, a ilu
w dziesigtym dniu.

b) W ktérym dniu epidemii przyjeto najwiecej pacjentdw iilu ich byto?

c) Przez ile dni przyjmowano do szpitala chorych ze wzgledu na panujgcg epidemie?

Zadanie 10. Czes¢ ucznidw klasy liczgcej 25 oséb zachorowata i nie mogta przyjsc

do szkoty. Kazdy zdrowy uczeh wystat do chorego kolegi SMSA z pozdrowieniami.
Napisz wzor funkcii, ktéra liczbie ucznidow chorych przyporzgdkowuje liczbe wystanych
wiadomosci. Okresl liczbe ucznidow chorych jesli wystano 100 wiadomosci.

Temat: UKLADY ROWNAN Z DWIEMA NIEWIADOMYMI, Z KTORYCH PRZYNAJMNIEJ
JEDNO JEST KWADRATOWE

Zadanie 1. Wykonaj ilustracje graficzng uktadu rownan i podaj liczbe jego rozwigzan:

=—x*+5 =x"-3 =2x-2
a 1 o)1 SR
y=Xx+3 y=3x-5 y=(x-1)
= x* =x* +1 =x*-4
d) {y 2 ) {y 2 f {yz
y=—-X"+4x y=-Xx"+1 X°—4x+4+y=0
Zadanie 2. Rozwigz uktad rownan:
y=2x+4 y=x"+Xx+3 y =x°
a) 2 b) c)
y=-x"+4 y=3x—-7 y=2x-1
=x?-4 X2+y=4 xX2+y2=2
d) ¢’ SR TR
y=-2x-4 2X—y=-5 X+y=2
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Zadanie 3. Rozwigz uktad rownan:

y=-x*+2 y=x"-2x-3
a) , b) ,
y=X"+4x+2 y=—X"+4x-3

1., 2
| = —x2 +4x-1
y ) {y

C) 2 02
y:—x2+3 y =2X"—-8x+8

Zadanie 4. Wyznacz najmniejszg wartos¢ sumy kwadratow dwoch takich liczb x, vy, jesli
spetniajg one warunek:
a)x+y=56 b)y-x=4 c)3x+y=1

Zadanie 5. Dla jakich liczb x, y iloczyn przyjmuje najmniejszg wartosc, jezeli roznica
X -y jest rowna 42

Temat: FUNKCJA KWADRATOWA Z PARAMETREM

Zadanie 1. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x) =3x* -9x+c, gdzie ¢ € R. Wyznacz
wszystkie wartosci wspotczynnika c, dla ktérych:

a) funkcja f nie ma miejsc zerowych,

b) jednym z miejsc zerowych funkcji f jest liczba 2,

c) wierzchotek paraboli, ktéra jest wykresem funkcji f nalezy do prostej o rownaniu

y = X.

Zadanie 2. Oblicz wartos¢ parametru m, dla ktérego osig symetrii paraboli o rownaniu
y =(m-1)x*-2(m+3)x+m-3 jest prosta x = 32

Zadanie 3. Dla jakich wartosci parametru m wykresy funkcji okreSlonych wzorem
f(x) = —x?+4x i g(x) = x+m majg doktadnie jeden punkt wspdlny?

Zadanie 4. Dla jakiej wartosci parametru m funkcja f(x) =4x?—-(Cm+1Dx+1
ma doktadnie jedno miejsce zerowe?

Zadanie 5. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych funkcja
f(x) =(m* -1)x* —2mx +4m+5 jest rosngca w przedziale (—»,1) i malejgca w przedziale
(1,+00) .

Zadanie 6. Funkcja f okreSlona jest wzorem f(x) =mx*> +mx—1. Wyznacz te wartosci

parametru m, dla ktérych:
a) funkcja f przyjmuje tylko wartosci ujemne
b) zbiorem wartosci funkciji f jest przedziat (—«,0 >
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Zadanie 7. Znajdz te wartosci parametru m, dla ktérych funkcja f(x) = x* + mx+9
ma dwa miejsca zerowe wieksze od 2.

Zadanie 8. Funkcja kwadratowa f(x) = mx* +6x —4 ma jedno miejsce zerowe. Wyznacz

warto$¢ parametru m oraz znajdz argument, dla ktérego funkcja przyjmuje wartosc
najwiekszq.

Zadanie 9. Funkcja f okredlona jest wzorem f(x) = x? + 2x + ¢

a) Wyznacz te wartosci wspotczynnika ¢, dla ktorych wykres funkciji f przecina

0§ OX w dwdch punktach,
b) Wyznacz te wartosci wspotczynnika ¢, dla ktérych najmniejsza wartosc¢ funkcji f jest

rowna 3.

Temat: POWTORZENIE WIADOMOSCI - FUNKCJA KWADRATOWA
SPRAWDZ, CZY JUZ UMIESZ:

v' wyznaczyC¢ miejsca zerowe funkcji kwadratowej oraz wspotrzedne wierzchotka
paraboli, ktéra jest jej wykresem,
v' naszkicowac¢ wykres funkciji kwadratowej,
v okreslic wtasnosci funkcji kwadratowe;:
e dziedzine oraz zbidr wartosci,
e przedziaty monotonicznosci funkciji,
e réwnanie osi symetrii paraboli,
e argumenty, dla ktorych wartosci funkcji sg dodatnie, ujemne, niedodatnie
lub nieujemne,
e wartos¢ najwiekszg lub najmniejszg funkcji,
v wyznaczac¢ warto$¢ najmniejszg i najwiekszg funkcji kwadratowej w przedziale
domknietym,
v zapisywac funkcje w postaci kanonicznej, iloczynowej oraz ogdlnej,
v przeksztatcac funkcje kwadratowq z jednej postaci w drugq,
v zapisywac wzdor funkcji kwadratowej wykorzystujgc informacje zawarte
w zadaniu,
v rozwigzywac nierdbwnosci kwadratowe.

ZADANIA POWTORZENIOWE

Zadanie 1. Wierzchotkiem paraboli o rbwnaniu y = 2x? + 24x—12 jest punkf:

A.(-12,-12) B. (-8, -90) C. (-6.-84) D. (-4, -76)
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Zadanie 2. Funkcja f(x) = x> =9 najmniejszg warto$¢ przyjmuje dla argumentu:
A. -9 B.-3 C.0 D.9

Zadanie 3. Najmniejsza warto$¢ funkciji f(x) = 7(x+6)* +5 jest rowna:

A. -6 B.-5 C.5 D.6
Zadanie 4. Zbiorem wartosci funkcji f(x) =3(x—3)? jest przedziat:

A. < —3,+x0) B. <0,+x) C. <3,+,) D. <27,+x)

Zadanie 5. Zbiorem wartosci funkcji f(x) = —x* +8x —1jest przedziat:

A.(-0,4 > B. (—0,15> C. (0,22 > D. (-,60 >

Zadanie 6. Funkcja f(x)=-2(x-3)* +4jest rosngca w przedziale:

A. (-0,3 > B. (—©,4 > C. < 3,+x) D. <4,+)

Zadanie 7. Osig symetrii wykresu funkcji g(x) = —2x? +20x+5 jest prosta o rbwnaniu:
A.y=5 B.x=125 C.y=-5 D.x=-5

Zadanie 8.Wykres funkcji f(x) = x* —=3x+c przechodz przez punkt P = (-1, 3). Wtedy
Cc ma wartosc:

A.-3 B. -1 C. 1 D.3

Zadanie 9. Funkcja kwadratowa f(x) = —x* +3x -2 przyjmuje wartosci dodatnie, gdy
A. XeR B. xe( 2) C,Xe(%,Z) D. xe(-1,0)
Zadanie 10. Wskaz zbidr rozwigzan nierdwnosci x* > 9x

A. (==, 9) B. (0,9) C.(-3.3) D. (=00, 0) U (9, + )

Zadanie 11. Dana jest funkcja kwadratowa f(x) =2x* —x-3.

a) Oblicz wspodtrzedne wierzchotka paraboli bedqgcej jej wykresem

b) Wyznacz miejsca zerowe.

c) Sporzgdz wykres funkcji f i omdow jej wtasnosci:
e zbidr wartosci funkciji,
e Wspotrzedne wierzchotka paraboli,
e najmniejszg albo najwiekszg wartosc funkcji (o ile istnieje),
e rownanie prostej bedqgcej osig symetrii wykresu funkcji f ,
e przedziaty monotonicznosci funkcii,
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e argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci ujemne
(dodatnie).

Zadanie 12. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x) =-3(x+3)(x-2) .

a) Wyznacz te argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne.
b) Znajdz te argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosc 12.
c) Podaqj przedziaty monotonicznosci funkcji.

Zadanie 13. Dana jest funkcja okreslona wzorem f(x) = x> —6x+8. Wyznacz warto$¢
najmniejsza i najwiekszq funkcji w zbiorze <0, 3>.

Zadanie 14. Liczbe 40 przedstaw w postaci sumy dwoch sktadnikdw, tak aby ichiloczyn
byt najwiekszy.

Zadanie 15. Rozwigz nierdwnos¢ (x—3)* +7 > 4(x—-2).

Zadanie 16. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f sqg liczby 2 i (-3). Zapisz wzor
funkcji w postaci ogdlnej wiedzqc, ze punkt P = (1, 3) nalezy do jej wykresu.

ZADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. Funkcja f okre$lona jest wzorem f(x) = —-2(x +3)* —5. Rdwnanie prostej,

ktéra jest osig symetrii paraboli bedgcej wykresem funkciji f to:
A.x=3 B.x=25 C.x=-3 D.x=-5

Zadanie 2. Wskaz funkcje kwadratowq, ktdrej zbiorem wartosci jest przedziat (—«,3 > .
A, f(X)=—(x-2)*+3 B. f(xX)=(2-x)*+3
C. f(x)=—(x+2)*-3 D. f(x)=(2-x)*-3

Zadanie 3. Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej jest przedziat (-«,2 >. Funkcja ma

wzor:
A, F(X)=—(x=3)*+2 B. f(X)=x*+2
C. f(X)=(x+D*-2 D. f(x)=—-(x+2)*

Zadanie 4. Wykres funkcji g(x) = 2(x—3)* +5 powstat w wyniku przesuniecia wykresu
funkcji  f(x) =2x* o:

A. 3 jednostki w lewo i 5 jednostek w dot

B. 3 jednostki w prawo i 5 jednostek w gore

C. 3 jednostki w prawo i 5 jednostek w dot
D. 3 jednostki w lewo i 5 jednostek w gore

Zadanie 5. Przesuwajgc wykres funkcji f(x) = x*> o dwie jednostki w prawo

otrzymujemy wykres funkcji o wzorze:

A f(X)=x*+2 B. f(x)=x*-2 C. f(X)=(x+2? D. f(x)=(x-2)°
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Zadanie 6. Wykres funkciji kwadratowej f(x) =3(x+1)* —4 nie ma punktéw wspdlnych

Z prostg o rownaniu:
Ay=1 B.y=-1 C.y=-3 D.y=-5

Zadanie 7. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x) = -2(x+3)* —5. Réwnanie proste;j,

ktora jest osig symetrii paraboli bedgcej wykresem funkcii f to:
A.x=3 B.x=5 C.x=-3 D.x=-5

Zadanie 8. Punkt W = (-3, 2) jest wierzchotkiem wykresu funkcji kwadratowej. Wzorem
tej funkciji moze byc:

A, f(X)=x*-3x+2 B. f(x)=3(x+3)*+2

C. f(x)=(x=-3)*+2 D. f(x)=-2(x+2)*-3

Zadanie 9. Wspotrzedne wierzchotka paraboli bedqgcej wykresem funkciji
f(xX) = -2(x+1)* -3 wynoszq:
A. (1,-3) B. (-1, -3) C.(-1.3) D. (1, 3)

Zadanie 10. Funkcja kwadratowa okreslona wzorem f (x) = x* + bx+ ¢ ma migjsca

zerowe rowne (-2) i 3. Wskaz poprawne wartosci wspotczynnikdw bi .
A.b=-1,c=-6 B.b=-2,c=-3 C.b=1,c=6 D.b=2,c¢c=-3

Zadanie 11. Réwnanie osi symetrii paraboli okreslonej rownaniem y = —x* + 4x —11 to:
A.xX=-4 B.x=-2 C.x=2 D.x=4

Zadanie 12. Wskaz rownanie paraboli, ktérej osig symetrii jest prosta o rownaniu x = 2.
A. y=x>-8x+16 B.y=x*+2 C.y=x*-2 D. y=x*—-4x+4

Zadanie 13. Funkcja f okreSlona wzorem f(x) = —%mx2 +2x—-2, gdzie m=0

ma doktadnie jedno miejsce zerowe, gdy:
A.m=-] B.m=1 C.m=-2 D.m=%

Zadanie 14. Zbiorem wartosci funkcji f(x) = -2x* +12x+1 jest:
A. (=019 > B. (-o0,1> C.R D. <1,4x)

Zadanie 15. Zbiorem wartosci funkcji f(x) = x> —6x +11 jest:
A. (0,2 > B. (—%,3> C. <3+x) D. < 2,+0)

Zadanie 16. Wykres funkcji f(x) =2(x-1)? —4 nie ma punktdéw wspdlnych z prostqg
o réwnaniu:
A.y=-5 B.y=-4 C.y=1 D.y=-1

Zadanie 17. Prosta o rownaniu y = a ma doktadnie jeden punkt wspdlny z wykresem
funkcji kwadratowej f(x) = —x* +6x-10. Wynika stqd, ze
A.a=3 B.a=0 C.a=-1] D.a=-3
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Zadanie 18. Najmniejsza wartos¢ funkcji kwadratowej f(x) = x* +4x -3 w przedziale

<0, 3> jest rowna:
A. -7 B.—4 C.-3 D. -2

Zadanie 19. Najmniejsza wartos¢ funkcji kwadratowej f(x) = -2x* +8x+ 2, gdzie
X e<-14> jest robwna:
A. T (-1) B. f(2) C. f(3) D. f (4)

Zadanie 20. Funkcja f(x) = x*> —4x jest rosngca w przedziale:
A. <0,) B. <2,) C. (~©,0> D. (0,2 >

Zadanie 21. Dana jest funkcja f(x) = (m? +4)x* + mx + 3. Wowczas:
A. dla m = - 2 funkcja osigga swojg wartos¢ najwiekszqg

B. dla m = 0 funkcja ma dwa miejsca zerowe

C. dlam = -2 funkcja jest liniowa

D. dla m = 0 funkcja nie ma miejsc zerowych

7. WIELOMIANY

Wielomianem ( funkcjg wielomianowq ) stopnia n jednej zmiennej xR nazywamy
funkcje okreslong wzorem:

wx) = ax" + ap_x™ 1+ -+ ax +ag

gdzie neN, a,#0 i a,a,..a, R

n — stopien wielomianu, czyli st.[w(x)] = n
a,,a,,.-, 4, - Wspotczynniki liczboowe wielomianu, gdzie a, #0

a, - wyraz wolny wielomianu.

Uwaga: Liczby, litery lub iloczyn liczb i liter nazywamy jednomianami, np. x, a, 4, 2x, 4ab .

Dwa niezerowe wielomiany jednej zmiennej sq rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sqg tego
samego stopnia i majg rowne wspodtczynniki przy tych samych potegach zmienne;.

Temat: STOPIEN | WSPOLCZYNNIKI WIELOMIANU

Zadanie 1. Ustal, czy funkcja jest jednomianem. Jesli tak, to podaj jego stopien.

a) yz—%xf’ b) y=3x"
c) y=+10x d) y=7/x
e) y=0,6x" f) y=x?-x
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Zadanie 2. Uporzgdkuj wielomian w, okredl jego stopien oraz wskaz wartosci
wspotczynnikdw.
a) wix)=x—x*+x*+2x>-6=

b) w(x) =7-3x* +5x—3x" =

c) w(x)=2x*-3+x%=

Zadanie 3. Napisz wzor wielomianu frzeciego stopnia o podanych wspotczynnikach.
O) ao = _5, a1 = 4‘,a2 = _3,a3 = 2

b) a, :—1, a, =0, a, :§, a; =-3
2 4

c)a,=a,=0,a =a,=-5

Zadanie 4. Oblicz wartosci wielomianu w(x) = x* —=3x* + 7x—5 dla x=3 oraz dla x=-3.
0 . ’ . . . 5 4 2 1 . 1

Zadanie 5. Oblicz wartosci wielomianu w(x) = x> —x" +x° —=3x+5 dla XZE I dla X:_E'

Zadanie 6. Wyznacz wyraz wolny a, wielomianu w(x) = 2x* —4x* +5x +a, , jeli:
a) wit)=>5 o) w(-1)=-3 c) w(2)=3 d) w(-2) =—40.

Zadanie 7. Oblicz wspotczynnik a wielomianu w, jesli:
a) w(x) =x*—ax+3,w(2) =1

b) w(x) = x*—ax® —4x, w(3) =6

c) w(x) =ax’ —6x+4, w(-2) =0

Zadanie 8. Oblicz wspotczynniki p i g wielomianu w, jesli:
a) w(x) =2x* — px® +q, w(0) = 3, w(-1) = 4,

b) w(x) =-x*+ px* —gx+10, w(2) =30, w(5) =0 .

Temat: SUMA, ROINICA | ILOCZYN WIELOMIANOW.

Zadanie 1. Dane sqg wielomiany w(x) = 2x3 4+ 3x — 7 i p(x) = —5x3 — 3x + 2. Wykonqj

dziatania:
a) w(x) +p(x) b) w(x) — p(x)
c) 5Sw(x) — 2p(x) d) p(x) - (x +2)

Zadanie 2. Dane sg wielomiany w(x) = x* +2x—4, p(x) =—4x"> —-7x+1, r(x)=x+2
Wykonaj dziatania:
a)r(x) —w(x) b) (x +2)-w(x) C)x-plx)+rk)
d) 6-px)+2-r) e) w(x) - r(x) f) x3 - r(x)
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Zadanie 3. Dane sg wielomiany w(x) = 2x? — 3, p(x) = x3 + x — 2 . Wykonaj dziatania
i uporzgdkuj wielomiany:
a) 3p(x) — 2w(x) b)(x — Dw(x) + (3x — 2)p(x))

Zadanie 4. Dane sq wielomiany p(x) = 2x3 —=3x2 +2x— 1, w(x) = x? + x — 1,
q(x) = x — 1. Uporzadkuj wielomiany:
a) w(x) — 2p(x) + q(x) b) (q(x))? — p(x)

Zadanie 5. Dane sqg wielomiany w(x) = 3x3 + 2, q(x) = 2x? — 3,7(x) = 3x + 2.
Uporzgdkuj wielomian 9 - (q(x))2 — 4 w(x) - r(x).

Zadanie 6. Dane sg wielomiany w(x) = 2x? + 3, r(x) = 3x3 -2, q(x) = 3x — 2.
Uporzgdkuj wielomian 4 - q(x) - r(x) — 9 - (w(x))? . Okresl jego stopien.

Zadanie 7. Dane sg wielomiany w(x) = ax3+3x2 - (b+4)x+ci q(x) = 3x3 + 3x? + 5x
Dla jakich wartosci parametrow a, b, ¢ wielomiany w(x) i g(x) sq rowne?

Zadanie 8. Dane sg wielomiany: w(x) = x3 + 2x — 4i q(x) = ax® + bx?> + (c —a)x +d + b.
Dla jakich wartosci parametrow a, b i ¢ wielomiany w(x) i q(x) sg rowne?

Zadanie 9. Dane sg wielomiany w(x) = x?2 + x — 1, q(x) = ax + b oraz
p(x) = x3 + 6x% + 4x — 5 . Wyznacz wspdtczynniki aib tak, aby w(x) - q(x) = p(x).

Zadanie 10. Dla jakich wartosci parametréw a, b, ¢, d wielomiany
a)w(x) =ax®+bx?+cx+d i q(x) =3(x—2)% —5(x —2x3)

b) wx) =2x(2x —1)> — (4x—3)i q(x) =ax® +bx*+cx +d

sq rownee

Zadanie 11. Dla jakich warto$ci parametréow a, b, ¢ wielomiany
a)jw(x) =5x2(x+4) —3(x—1)i q(x) =5x3+ax®*+bx +¢c
b)wkx)=2x3+ax?+(b—-4)x—ci q(x) =2x3+5x+8

sq rownee

Zadanie 12. Wyznacz wspdtczynniki a i b tak, aby wielomiany w(x) i p(x) byty rowne,
jesliw(x) =2x3-9x2+13x - 7,p(x) =2x3+ (b — a)x®* + (2a + 3b)x — 7.
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Temat: DZIELENIE WIELOMIANOW

Wykonujgc dzielenie wielomianu w(x) przez wielomian p(x), gdzie p(x) #0,
otfrzymujemy wielomian g(x)oraz reszte r(x). Mozemy wowczas wielomian w(x) zapisac
w postaci

w(x) = q(x) - p(x) +r(x)

Twierdzenie o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian
Reszta z dzielenia wielomianu w(x) przez dwumian x —r jest rowna liczbie w(r),czyli
rix) =wir)

Zadanie 1. Wykonaj dzielenie wielomiandw. Podaj iloraz i reszte.

a) (x =3x® —x? +2x+6): (x—2) o) (¢ +x—-2):(x~1)

c) (x°+2x% —3x-10): (x-2) d) (x*=1):(x-1)

e) (2x* —3x+4):(x-23) f) (12x* —x—6):(3x-1)

g) (x* +2x* —=9x—4): (x-3) h) (12x* +4x® +4x* —x—6):(2x* 1)

Zadanie 2. Wykonaqj dzielenie wielomianu w przez wielomian q . Wielomian w zapisz
w postaci w(x) = p(x)-q(x) +r(x)

a) w(x) =x*>-5x+4,q(x)=x-1

b) w(x) =6x>+x*—x+4,q(x)=3x-1

c)wx)=x3+3x2—x+5, gqlx) =x—-2

d)wx)=2x3+4x*+x, q(x) =x+3

e) wlx) =x*—x3—x%—-2x, q(x) =x% — 2x

Zadanie 3. Oblicz reszte z dzielenia wielomiandw, nie wykonujgc dzielenia.

a) (3x*+x2 +1): (x+2) b) (x®—5x? +8x—2):(x—5)
Temat: PIERWIASTKI WIELOMIANU

Pierwiastkiem wielomianu w(x) (miejscem zerowym) nazywamy liczbe rzeczywistar,
takqg, ze w(r) = 0.

Twierdzenie Bézouta
Liczba r jest pierwiastkiem wielomianu w(x) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian w(x)
jest podzielny przez dwumian x —r.
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Twierdzenie o pierwiastkach catkowitych wielomianu

Jezeli liczba catkowita r, taka, ze r=0, jest pierwiastkiem wielomianu W okres$lonego
wzorem w(x) = a,x" + ap_1x" 1+ -+ a;x + ag

o wspotczynnikach catkowitych , gdzie a, #0 i n>1 to liczba r jest dzielnikiem wyrazu

wolnego a, .

Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu
Jezeli wielomian w o wspdtczynnikach catkowitych ma pierwiastek wymierny rézny

od 0 w postaci nieskracalnego utamka g to licznik tego utamka jest podzielnikiem

wyrazu wolnego, a mianownik podzielnikiem wspotczynnika przy najwyzszej potedze
zmiennej.

Jezeliliczby x, X,,..., X, sq pierwiastkami wielomianu w(x) co hajmniej drugiego stopnia,

to wielomian ten mozna przedstawi¢ w postaci w(x) = a(x — x;)(x — x3) ... (x — x,) - p(x)
gdzie a=0 ip(x) jest wielomianem.

Uwaga:

* Wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow.

* Wielomian stopnia nieparzystego ma co nhajmniej jeden pierwiastek.

* Liczbe r nazywamy k-krotnym pierwiastkiem wielomianu w(x) stopnia n,

gdy wielomian w(x) jest podzielny przez (x—r)* i nie jest podzielny przez (x—r)**,

np.
-w(x) = (x=1)?, to wielomian w ma jeden pierwiastek rowny 1. Liczbe 1
nazywamy dwukrotnym (podwéjnym) pierwiastkiem wielomianu w.

-w(x) = 5x*(x—2)*, to wielomian w ma dwa pierwiastki, sq to liczby 01 2.
Liczba 0 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu w, a liczba 2 trzykrotnym.

Zadanie 1. Sprawdz, ktdéra z liczb -1, 0, 2 jest pierwiastkiem wielomianu w, gdy
w(x) = x° +2x* +X.

Zadanie 2. Sprawdz, korzystajgc z twierdzenia Bézouta, czy wielomian w jest podzielny
przez dwumian (.

a) w(x) =3x*-7x+2, q(x)=x-2
b) w(x) =5x*-3x*+x-2, q(x)=x-1
c) w(x)=x>+2x*> —-5x—6, q(x)=x+3

Zadanie 3. Korzystajgc z twierdzenia Bézouta sprawdz, czy wielomianw jest podzielny
przez wielomian u.
ajwkx)=x*—x3—-x2—-x-2, ulx)=(x+1(x-2)
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b) w(x) =x3—2x?2—-8x+15, u(x)=x%>-9
c)w(x)=3x3—x%2-3x+1, u(x) =Bx—1D(x—-1)

Zadanie 4. Dla jakich wartosci parametru k wielomian w jest podzielny przez dwumian
q¢

a) wix)=x>+kx* =x—2, q(x)=x-2

b) w(x) =kx® —6x*+k?x, q(x)=x-1

c) w(x)=x>+3x*+k’x, q(x)=x+2

dwx)=2x*—kx—1, qix) =2x—1

Zadanie 5. Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w(x). Wielomian w przedstaw
w postaci iloczynu dwoch wielomiandw stopni nizszych niz stopien wielomianu w.

a) w(x) =2x° +6x*-9x—4, a=-4

b) w(x) =2x>+x* +x-1, a=%

c) w(x)=6x>-19x*+x+6, a=3

Zadanie 6. Oblicz wszystkie catkowite pierwiastki wielomianu w.

a) w(x) =3x®-10x* +9x -2 b) w(x) = x* —5x* +4
c) w(x)=x>-x*-7x+3 d) w(x) =4x®+4x* -x-1
e) w(x) =2x® +5x* -11x + 4 f) w(x) = x*-5x* +7x-3

Zadanie 7. Oblicz wszystkie pierwiastki wymierne wielomianu w, gdy:

a) w(x) =2x*—x*-x-3 b)w(x) =x* —x* -8x—4
c) W(X) =4x> —4x* —3x+2 d) w(x) =6x*—5x* —3x+2
e) w(x) = 2x> +3x* +5x+2 f) w(x) =2x%+x* -5x+2

Zadanie 8. Podaj pierwiastki wielomianu wi okresl jego stopien

a) W(x) = 3(x=3)(X +2)(4 - X) b) W(X) = (x—/2)(x +3)(x+2)
c)w) = —4xB+x)G-x)(x—7)  d) W(X) =3x(x=5)(x++/3)

e) w(x) = (x+4)*(x-1) f) w(x) =3x(2x +8)°(x +3)°

g) w(x) =-4x*(Bx-1)*(x+2) h) w(x) = (x> +4)(x +5)(x - 2)*
i) w(x) =x>(x+3)°(x—2)? i) W(x) =6x(x+2)*(x—2)*

k) w(x) =x*(x-2)*(x+5)" ) w(x) = (x+3)*(x—9)?

Temat: ROZKLAD WIELOMIANU NA CZYNNIKI

Roztozy¢ wielomian na czynniki oznacza zapisac go w postaci iloczynu wielomiandw
nizszych stopni. Najczesciej stosowane metody rozktadu wielomianu na czynniki:
- wzory skrbconego mnozenid
- wytgczanie wspdlnego czynnika przed nawias
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- postac iloczynowa funkcji kwadratowej (dla wielomianu stopnia drugiego)

- grupowanie
- dzielenie wielomianu

Zadanie 1. Stosujgc wzory skroconego mnozenia roztéz wielomian w na czynniki:

a) w(x) =25x% -1
c)w(x) =16x* -9
e) w(x) = x? —x+i

g) wkx) =8x3-1

b) w(x) =4 — 16x?

d) w(x) =9x2 —12x + 4

f) wx) =x3 + 27

h) w(x) = 8x3 +12x? + 6x + 1

Zadanie 2. Roztdz wielomian na czynniki wytgczajgc przed nawias wspolny czynnik:

a) w(x) = 6x? — 3x
c) w(x) = 10x3 — 5x*
e) w(x) = 15x° — 5x8

g) w(x) =2x(x+5) —3(x +5)

b) w(x) = 12x° — 15x*

d) w(x) = —8x7 + 2x°

f) wx) = x2(x —3) + 4(x — 3)

h) w(x) = 2x + 3)(x —5) + 4(x — 5)

Zadanie 3. Przedstaw frojmian kwadratowy w postaci iloczynu, jesli jest to mozliwe:

a) w(x) =x*-x-30
c) w(x) =3x"-3x+1
e)wkx)=x2-5x+6

b) w(x) =2x* +3x—-5
d) w(x) =9x* +12x+4
f) wx) =3x2-2x—-1

Zadanie 4. Roztdz wielomian na czynniki, grupujgc jego wyrazy:

a)wlx)=x3+2x>+3x+6

c) w(x) =x3—5x2—-2x+10

e)w(x) =3x3—6x2—x+2

g) w(x) = 4x3 +x? —12x — 3

b) wx) =x3+2x?+x+2
d) w(x) =4x3—8x2—x+2

f) w(x) = x* — x3 — 8x% + 8x

h) w(x) =x3—2x2—4x+8

Zadanie 5. Roztdz wielomian na czynniki:

a) w(x)=x*-1

c) w(x)=x*-625

e) w(x) =100x* —4

g) w(x)=x*(2x-1) +2x-1
i) w(x) = x®—10x* + 9x

k) w(x) =2x* —8x?

m) w(x) = 2x* +3x* -10x —15
o) w(x)=x>+17x°

r) wix)=x®-x*+x-1

) w(x)=x%-1

w) w(x) = x*(x+3)+x+3

y) w(x) = x* + x* —20x

b) w(x) = x*—-36
d) w(x) =81x* -25
f) w(x) =5x"* +20x>
h) w(x) = 2x® + x* —=2x -1
j) w(x) =36x" -1
1) W(X) =25x?(x+2) — (X +2)
n) w(x) = 2x® —2x* —4x
p) w(x) =x*(x-1) - 4(x-1)
s) W(x) = x® +5x* +4x
u) w(x) =x°®+27x°
x) w(x) =x*+2x? —9x—18
z) w(x) = 2x3 — 18x
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Temat: ROWNANIA WIELOMIANOWE

Zadanie 1. Rozwigz rébwnania:

a) (x=3)2x+4)(x-5)=0 b) 5(3-2x)(x+3)(—2x+1) =0

c) 2x*(x+7)(2x+8) =0 d) (x* -D(x+3)*(2x-6)=0

e) (x* -16)(x* -2x+1) =0 f) (x2 —9)(3x —4)(2x2+9) =0
g) (3—2x)x? —3x+2)=0 h) (x? +1)3x+2)=0

i) (5x—2)4-x?)=0 i) (x2+3x)x? +4)x? + 4x+4)=0

Zadanie 2. Rozwigz rbwnania:

a) 4x®-12x* =0 b) 5x* +x* =0
c) 3x* +6x° =0 d) x*—9x* =0
e)2x3—-8x=0 f)x3+4x=0

Zadanie 3. Rozwigz rbwnania:
a) x*=5x*+4x=0 b) x*+2x* -8x=0
c) x* +3x®+6x* =0 d) 4x* -12x* +9x* =0

Zadanie 4. Rozwigz rownania, odpowiednio grupujgc wyrazy.

a) x* —4x? +5x-20=0 b) x* +5x* —x-5=0
c) 2x® +3x* —4x-6=0 d) x*+3x*-9x-27=0
e) 2x® —5x* -8x+20=0 f) x*+5x*—x-5=0
g) xX*—7x*-4x+28=0 h) x®-3x*+4x-12=0

Zadanie 5. Rozwigz rbwnania:

a) 3x* +6x®=3x° b) 4x°> —x=0
c) x*+2x*-15=0 d) x* +3x° =3x® +x
e)Ix*-1=0 f) 6x° +2x° =3x+1

Temat: NIEROWNOSCI WIELOMIANOWE

Zadanie 1. Rozwigz nieréwnosci:

a)(x — 2)(x +2)(x —5) < 0 b) (x — 1)(x +2)(4 - x) < 0

) (x—2)(x2 —9) <0 d) (x+2)2(x2 —1) > 0
e)(x—3)(x+2)(2x—8)>0 fl(x?-—1D(x+1)<0

g) (x2—4)(x*-3x+2)<0 h) (x2—x—-6)(x?+2x—3)<0
i) (9—x?)(x>—-5x+4)>0 j)x*=5x*+6x>0

k) —=x3 —4x2—-4>0 ) x3—x2>x—-1
m)x3+2x2—-x—-2<0 n) —x3+3x2-3x+9>0
0)2x3—x?2-2x+1<0 p)x3—x2—2x>0
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Temat: POWTORZENIE WIADOMOSCI - WIELOMIANY
SPRAWDZ, CZY JUZ UMIESZ:
v wskazac stopien i wspotczynniki wielomianu,
v wyznaczac¢ warto$¢ wielomianu dla podanych argumentow,

v wykonywac dziatania na wielomianach (dodawanie, odejmowanie, mnozenie
i dzielenie),

v’ sprawdzac, czy wskazana liczba jest pierwiastkiem wielomianu,
v' wyznaczac pierwiastki wielomianu,
v' rozktadac¢ wielomiany na czynniki,

v' rozwigzywac rownania i nierdbwnosci wielomianowe.

ZADANIA POWTORZENIOWE

Zadaniel. Wielomian x?(4x +5) — (x +1)(3x* —1) jest robwny wielomianowi:

A w(x)=2x* + X+ x> +1 C. w(x) = x>+ x* +2x+2

B. W(X)=x>+2x"+x+1 D. w(Xx)=x 3- x2 +2x - 2

Zadanie 2. Pierwiastkami wielomianu w(x)=3(x +6)(x +1)x—4) sq liczby:
A 6 1,-4 C.-6,-1, 4
B. -6, 1,-4 D.-6,-1,-4

Zadanie 3. Rozktadem wielomianu x* -16 na czynniki jest rozktad:

A [x2-a]® +a) C. (x—2)x+2)x? +4)
B. (x+2)2(x2 +4) D. (x+2)2(x2 —4)

Zadanie 4. Wielomian w(x) = x* —3x + 2 dzieli sie bez reszty przez dwumian:

A. x-1 C. x+2
B. x+3 D.x-3

Zadanie 5. Rozwigzaniami rownania x® —4x* —x+4 =0 sq liczby:

A 4,1,-1 C.2,4, -1
B. -2, 2, -1 D.-2,1,4
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Zadanie 6. Rozktadem wielomianu w(x) = 2x® +4x” + 2x na czynniki jest rozktad:
A. 2x(x+1)? C.2(x+1)x(x +1)
B. —2x(x+1)x-1) D. 2x(x - 1)2

Zadanie 7. Wykonagj dzielenie wielomianu w(x)=x?+2x? —13x+10przez dwumian
Q(x) = x—2i podaj wynik dzielenia.

Zadanie 8. Uporzadkuj wielomian w(x)= x*(x—2)—(x +3)2x? -1) i podaj jego stopien

Zadanie 9. Dane sg wielomiany: w(x)=5x®-2x>+x-1 i p(x)=-x®+x*—x+1.
Oblicz: p(x)—2w(x) oraz p(x)-w(x)

Zadanie 10. Roztdz wielomiany na czynniki:

a) w(x) = 4x? — x3 b) w(x) = 25x* — 4
c) w(x)=9x* —4x? —27x+12 d) w(x)=2x>+3x? +6x+9
e) w(x)=3x® —6x* +3x f) w(x) = (3x? +1fx—1)— (3% +1)(2x +5)

Zadanie 11. Rozwigz rbwnania i nierdbwnosci:
a)x3—7x2-3x+21=0 b) x3—4x*+4x=0

c)(x—Dx+1*x—-2)*>0 d)3x3+6x2+7x+14<0

ZADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. Dane sqg wielomiany w(x) = —2x3 + 5x2 — 3 oraz p(x) = 2x3 + 12x .
Wielomian W(x) + P(x) jest rowny:

A. 5x* +12x -3 C. 4x° +5x* +12x -3

B. 4x*® +5x* +12x -3 D. 4x® +12x* -3

Zadanie 2. Stopien iloczynu wielomiandw w(x) i g(x), gdy w(x) = 3x* —2x i g(x) = 2x>+3x
jest rébwny:
A6 B.5 C.4 D.3

Zadanie 3. Jezelix—y =-5ix+y =11, fo warto$s¢ wyrazenia x* -y’ jest rbwna:
A.-96 B.-55 C.-16 D.16
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Zadanie 4. Liczby -3, 3, -1, 1 sg pierwiastkami wielomianu:
Awx) =@x2=-3)x*+3)(x—-D(x+1) B.w(x) =(x?—-3)(x?+3)(x* —1)(x*+1)
C.wx)=x*-9)(x%-1) D.w(x) = (x2+9)(x*—1)

Zadanie 5. Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu w(x) = x3 + mx? — 3x + 2. Parametr
m jest rowny.
A2 B.-2 C.1 D. -1

Zadanie 6. Liczba pierwiastkow wielomianu p(x) okreSlonego wzorem
p(x) = (x = 5)(x + 3)(x? — 2x + 2) jest rbwna:
A.0 B. 2 C.3 D. 4

Zadanie 7. Wielomian w(x) = x* —6x* +9x mozna zapia¢ w postaci:
Aw(x) = x(x + 3)? B. w(x) = x(x — 3)?
C.w(x) =x(x—3)(x+3) D. w(x) = (x? — 3)?

Zadanie 8. Wielomian w(x) = x* —=8x* +16 po roztozeniu na czynniki ma postaé:
A (xX*+4)° B. (x*-4)(x*+4) C.(x +2)* D. (x=2)*(x+2)°

Zadanie 9. Wyrazenie 27x° +y® jest robwne iloczynowi:
A. BX+Y)(9x* =3xy+y®)  B. (3x+y)(Ox* +3xy+Yy?)
C. B3x—y)Ox* +3xy+y?)  D. (3x—y)(O9x* =3xy+y?)

Zadanie 10. Wskaz wielomian, ktérego nie mozna roztozy¢ na czynniki:
AW (X)=6-x° B. A(X) = x(x—1) + 2(x —1)
C.P(x)=x*—x*-2x+2 D.K(x)=x*+4

Zadanie 11. Dany jest wielomian w(x) = x3 — 2x? + 5x — 9. Wartos¢ tego wielomianu
diax = —+/2 jest rowna:
A. -72-13 B. -3J2-5 C.-7v2-5 D. -3J2-13

Zadanie 12. Po roztozeniu wyrazenia 4x’y? —8xy +12x°y® na czynniki otrzymamy:
A. 4xy(x’y —2+3xy?) B. 4x°y?(x—2+3y)
C. 4xy(x*y + 2 +3xy?) D. 4x°y?(x—2+3y)

Zadanie 13. Jezeli 2a = —1, to warto$¢ wyrazenia (4 — 4a)? jest rowna:
A.2 B. 4 C.6 D.36

Zadanie 14. Wyrazenie x(x — 2y) + 3(xy — y?) jest rowne:
A x? +xy —y? B. x2 + xy — 3y?
C.x% -2y +3xy —y? D.x? — 5xy — 3y?
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Zadanie 15. Jezeli x? + 7x + 15 = (x + 5)(x + 2) + a, to liczba a jest réwna:
A.-10 B.-5 C.5 D. 10

Zadanie 14. Wyrazenie 3(x - 2) — 4x(2 - x) mozna zapisac w postaci:
A. 12x(x - 2) B.(3+4x)(2-%x) C.(3+4x)(x-2) D. (4x-3)(x-2)

8. FUNKCJA WYMIERNA

Funkcjg wymierng nazywamy funkcje okreslong wzorem f (x) = a , gdzie wspotczynnik
X

a € R\{0}. Wykresem funkcji wymiernej jest krzywa zwana hiperbolq, ktéra sktada sie
z dwoch czesci. Kazdqg z tych czesci nazywamy gatezig hiperboli.

Ponizej znajduje sie hiperbola bedgca wykresem funkciji okreslonej wzorem f (x) = 1.
X

fix=1/x

Dziedzing funkcji  f(x) =% jest zbidr D, = R\{0}, a zbiorem wartosci Y, = R\{0}.

Proste o rownaniach y =0i y = 0 sq asymptotami tej hiperboli, proste o rownaniach
y =Xxiy=-x sqjejosiami symetrii, a punkt O = (0, 0) jest jej sSrodkiem symetrii.
Funkcja okreSlona wzorem f(x) =% jest monotoniczna w kazdym z przedziatow

(—0:0), (0; + ). Funkcja ta jest:
* rosngca, gdy a<0
* malejgca, gdy a>0.
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Temat: WYKRES | WLASNOSCI FUNKCJI WYRAZONEJ WZOREM f(x) = g

Zadanie 1. Funkcja f jest okreSlona wzorem  f(x) :E. Sprawdz, czy podane punkty
X

nalezg do wykresu:

a) A= (-3,-1) b) A= (-2, 1%) C)A=(\/E,§) d) A = (V3,v3)

Zadanie 2. Funkcja f, ktérej wykresem jest hiperbola, okreSlona jest wzorem f(x) =%.

Podaj wartos¢ wspotczynnika a, gdy:

a (9=, o) 100=-2. o) f9--23
d) f(x)=—4—1x, e) f(x)=4—3x, f) f(X)Z;_f

Zadanie 3. Sporzgdz wykres funkcji okreslonej wzorem:

a) f(X)=—§/ b) f(X)=% c) f(x)=—§
d) f(X)=% e) f(x)=% f)f(x)::_x

Odczytaj z wykresu i okresl:
e dziedzine i zbidr warto$¢ oraz monotonicznosc funkcii,
e przedziat, w ktérym funkcja przyjmuje wartosci dodatnie (ujemne).

Zadanie 4. Zapisz wzoér funkcji f(x) = a wiedzqgc, ze do wykresu funkcji nalezy punkt P.
X

Okresl jej monotonicznosc.

a) P = (%,—4) b) P = (4; 0,75).

Zadanie 5. Na rysunku ponizej przedstawiony jest wykres funkcji okreSlonej wzorem

postaci y = %. Podaj wartos¢ wspdtczynnika a.

a) b)

0.0 0.0
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Zadanie 4. Na rysunku przedstawiona jest jedna gatgz hiperboli okreSlona wzorem

postaci f(x)= a. Podaj wartos¢ wspdtczynnika a.
X

e

o] 12 3

=0

Zadanie 7. Naszkicuj wykres funkcji f(x) =%, a nastepnie przesun go o 2 jednostki

w lewo wzgledem osi x i o0 1 jednostke w dot wzgledem osi y. Zapisz wzor nowej funkcii,
a nastepnie okresl je;j:

a) dziedzine i zbidr wartosci,

b) rownania asymptot oraz przedziaty monotonicznosci,

C) miejsce zerowe.

Zadanie 8. Naszkicuj wykres funkcji f, gdy:
a) f(x) == +3 b) f(x) = —=—1 c) fx) = =2
Dla kazdej z nich wskaz:

e dziedzine,

e zbidr wartosci,

e rownania asymptot,

e przedziaty monotonicznosci,

e miejsce zerowe,
e argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie oraz ujemne.

Temat: WIELKOSCI ODWROTNIE PROPORCJONALNE

Zadanie 1. Uzupetnij tabelki, jezeli wielkosci x iy sq.
a) wprost proporcjonalne

x |10 50 200
y 100 500 | 1000

b) odwrotnie proporcjonalne

3
X 40 [ 50| 125 x| 13 V14
Y [1000 20 2 1
y 5ﬁ 0,1




Zadanie 2. Na rysunku przedstawiona jest zaleznos¢ miedzy sredniq predkoscig v
a czasem t Potrzebnym do pokonania trasy s. Podaj dtugosc trasy s.

nmﬁT
|
3
} |

i i i & i o ¥
10 20 30040 30 60 70 8D [ ka
]

Zadanie 3. Ksztatt dziatki ogrodniczej przedstawiony jest na rysunku ponizej, a jej pole
P podane jest pod rysunkiem. Uwzgledniajgc oznaczenia przedstawione na rysunku,
wyraz wielkos¢ y w zaleznosci od wielkosci x. Czy wielkosci x i y sg odwrotnie
proporcjonalne?¢

a) b) » y ¢)

y 2y oy

P =300, P =600, P =400.

Zadanie 4. Cztery spychacze wyrodwnujg teren przeznaczony na parking w czasie
75 godzin. W ciggu ilu godzin wyréwna ten teren szes¢ takich samych spychaczy?

Zadanie 5. Pewne zadanie miato wykonac 18 robotnikdw w czasie 12 godzin.
Po 7 godzinach wspdlnej pracy oSmiu robotnikdw skierowano do innych prac.
Zaktadajgc, ze wszyscy robotnicy pracujg z tqg samg wydajnosciq oblicz, o ile godzin
wydtuzy sie czas wykonania tego zadania.

Zadanie 4. Schronisko gorskie ma w zapasie produkty zywnosciowe na frzy doby dla
48-osobowej grupy turystéw. W schronisku zakwaterowano 36-osobowq grupe. Na ile
dni wystarczy zapasdéw dla tej grupy?

Zadanie 7. Gorskie schronisko ma w zapasie produkty zywnosciowe na trzy doby

dla 36-osobowej grupy turystow.

a)W schronisku zakwaterowata sie 27-osobowa grupa. Przez ile dni moze ona
w schronisku bez uzupetniania zapasdw produktdw zywnosciowych?

b) llu turystdw moze przebywac w schronisku przez sze$S¢ dni bez uzupetniania
produktow zywieniowych?
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Zadanie 8. Kota roweru uzywanego do popisdw cyrkowych majg Srednice
odpowiednio rowne 20 cm i 50 cm. W czasie wystepu wieksze koto wykonato 256
obrotéw. lle obrotdw wykonato wtedy mniejsze koto?

Zadanie 9. CzestotliwoSC drgajgcej struny jest odwrotnie proporcjonalna do jej
Srednicy. Struna skrzypiec o srednicy 0,50mm wytwarza dzwiek o czestotliwosci 440 Hz.
Jaka jest czestotliwosc dzwieku wytwarzanego przez strune o srednicy 0,55 mm?

ZADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. Zbiorem wartosci funkcji f okreslonej wzorem f(x)=i jest zbidr:
X

A.R B. R\{4} C. R\{-4} D. R\{0}.

Zadanie 2. Wykres funkcji  f(x) = 6 nie ma punktdw wspdlinych z prosta o rownaniu:
X

Ay=6 B.y=x C.y=6x D.y =-6x

Zadanie 3.Wspotczynnik proporcjonalnosci wielkosci x iy, ktérych zaleznosc
przedstawiona jest w tabeli jest rowny:

x|212504 [5]-10
vI-514 [25]2]-1

A. b B. 10 C. 60 D. 600

9. WYRAZENIA WYMIERNE

Wyrazeniem wymiernym nazywamy wyrazenie algebraiczne postaci % , gdzie w(x)

i p(x) sq wielomianami jednej zmiennej lub wielu zmiennych, a wielomian p(x) nie jest
wielomianem zerowym.

Temat: WYRAZENIE WYMIERNE | JEGO DZIEDZINA

Wyrazenie wymierne ma sens liczbowy dla tych warto$ci zmiennych, dla ktdrych
wielomian wystepujgcy w mianowniku fego wyrazenia ma wartosci rézne od zera.

Zbidr tych wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktdrych jest okreSlona wartos¢ liczbowa
tego wyrazenia jest dziedzing wyrazenia wymiernego.
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Zadanie 1. Dla podanych warto$ci zmiennych, oblicz wartos¢ wyrazenia:

3x—1 4y—x .
a) dla x = -3 b) 4 ydlax=—11y=5
xX%+2x x+2y
x—5)3 2x+V1-2x+x2
c)( > dlax=—7 d ——— dlax=3
(x+7)2 x—1
x%-1 x3+4x
e) — dla x = -2 f) = dla x =+/2.
Zadanie 2. Okresl dziedzine wyrazenia wymiernego:
5x? x 3
a) — b) — c) —
4-x xX+5 2—x
5-2x x%-1 2x+3
d e f
)x2—6x ) x2+2x ) x2-9
) -7x%+x h) x*—4 ] x3-1
9 (x+2)2 x(x2+1) (x—2)(8—x)
i x%+x+3 K) 5+x—6x2 ) x?
J x2(3x-5) 2x2—-7x—4 xX2+x—6
m) 4x n) 4x2 o) 3x—1
x2+64 x3-27 8+x3
) 2x—1 ) x%+5 5) 4—x2
P x3+4x x3+2x2—4x-8 x3—2x2+9x-18
f x3+x? 0) x%—4 w) 2—x
x3+9x2 x2+1 (x+3)(x2+4x+4)

Zadanie 3. Skresl liczby, ktdére nie nalezg do dziedziny wyrazenia wymiernego.
Zaznacz liczby, dla ktérych wyrazenie przyjmuje wartosc 0.

Q) 222 9,0, o) =, -1,0,1
x—1 x<—1
)22, 1,01 Q52 1,01

Temat: SKRACANIE | ROZSZERZANIE WYRAZEN WYMIERNYCH

Zadanie 1. Ustal dziedzine i skr6¢ wyrazenie:

5x2 452 4x—4
a) — b C
6x3 )xz—x )Sx—5
2x2%—4x 5x3—3x2 4x%—-12x
d) e) f)
x—2 4x?2 x2-9
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) x%-x-6 ) 2x3-32x ] 4x%-100
9 x2—-4 3x2+12x x2—-10x+25
i x%—4 K) 7x%—7x )x2+2x—15
J x2+4x+4 5x2—25x 2x2-50
(x+1)%(x-3)2 x%2+4x+4
m) —F————> = n)
(x2-9)(x2-1) x3+4+2x2-5x—-10

Zadanie 2. Rozszerz wyrazenie, mnozgc licznik i mianownik przez wyrazenie podane
obok. Okresl dziedzine otrzymanego wyrazenia:

X3 4 o) X2, x—1 o)X=, x+1

xX+2 1-x

x—3

Zadanie 3. Sprowadz do wspdlnego mianownika wyrazenia:

8x . 2x-9 . 2X
a)— 1 b)x i —
x—1 3x—-3 x—4
. 6 x+13 . 3x—6
c)x—4 i — d) [
x—4 (x—6)(x+5) x+5
4 5x 6Xx . 3
e) = f) [
xX24+x-2 x2+5x+6

Temat: MNOZENIE | DZIELENIE WYRAZEN WYMIERNYCH

Zadanie 1. Okresl dziedzine i wykonaj mnozenie. Wynik przedstaw w najprostszej

postaci:
5 x+3 3x 2x-1 x2-25 x+6

Q) P — o) . c) .
x2-9 x-3 4x—-2 9x2 x2+6x 2x—10
x345x% 15x-10 12 x 3x%43x x—-1

A Tors o ®) S ) e
10x-5 2x 3x“—4x 18x+6 x4—1 6Xx

al 2x—10 x%4+2x-3 h) x%-25 x%+12x+36 ] x2—x—6 x%—6x+5

x2+x—6 10x%2-2x3 x2+6x x2-3x—10 x2—4x-5 x+2

Zadanie 2. Okresl dziedzine i wykonaj dziatania:

x+3  2x%+6x x-2 x%-4
> : b) :
x4“-=16 xX+4

a) ) 3(x—6):x—;6

x2-x" x

q) x—1 = 2x-2 ) x+2  x%*-4 f x x-5
3x2+15x  x+5

2x+10 " x2+45x —3x+2 5x24+x—4
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x3-8 x%-2x 2x2

-18 . 2x+1 2x%-7x—4
6-2x  x-3 h) x (x + 3) ) x242x-3 " x2-x—12

e)

Temat: DODAWANIE | ODEJMOWANIE WYRAZEN WYMIERNYCH

Zadanie 1. Wykonaj dodawanie. Wynik podaj w najprostszej postaci:

3 5 x—2 x—3 2X x—1
a) =+ b) = + = ) — +—
X 2x—-3 x—1 1-x x+1 3—x
2x 3 4x%41 1-5x
d —+2 e + 4 f
) x+5 )xz—l ) (x+1)(x-3) x-3
4x3 3 1 o X+2 x—=2
+x h +— i .
9) x2—4 ) x2-4  x-2 ) 4x—x2 x
3 4 2 X x+2 x+1

) K) )

+
x2-2x = x%+42x 3(x—4) x2%2-2x-8 x2-x—6 = x%24+7x+10

Zadanie 2. Wykonaj odejmowanie. Wynik podaj w najprostszej postaci:

1 3 5 2 4 5
a) = — b) — — = ) — — —
X 3x—-2 x—4 X x—2 x+2
10x2-5x 5x 3x+5 4 2 x
d) ———% — e) 2= — — f) — —
4x2-9 2x+3 x2+2 x-2 x2-9  2x+6
6x3—4x —3x x*—6x3 . 4 2
g) —/————— 2x h) — i) —
5x—1 10x3—-2x2 x2—6x  x2+6x

3x2-2x+5

Zadanie 3. Wykonaj dziatania. Wynik podaj w najprostszej postaci:

0)4_x_ﬁ+5 b)Zﬁ+3x—1_2 C)E—Z+6
x—1 x x x-3 x+1 x
q) (5 n g) 33 e (l _ L) : 2xz+6x f xz—9:x—3 _1-x
X X x—3 xX<=9 xX“—4 x+2 x—2
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Temat: ROWNANIA WYMIERNE

Zadanie 1. Rozwigz rbwnania:

a) = =0 o) T = g c) 22 =3
x—5 x—7 x+3
xX—5 2Xx X 3
-X 2x—5 xX—5 3
9) 175 = 2 )52 = v
o Ax+11 ﬁ -X+5 X 2x-9
J) 2x+3 - x+1 k) X o 7—x I) x—3 =Xt 3
m ——+-—==0 N ———-=0 0) - ———4+4=0
2x—1 x+3 x+4 x+1 xX4—=9 3—x

Zadanie 2. Okreél liczbe pierwiastkdw rownania.

X% + X 2+ X
) x% -1 ) X2 +4
2_

o) 4x+20_0 d) X(x 16)(x+3)=0

x> 25 x° —9x

Zadanie 3. Licznik pewnego utamka jest o 3 mniejszy od jego mianownika. Jezeli licznik
tego utamka zwiekszymy o 4, a mianownik o 7, to warto$s¢ utamka sie nie zmieni.
Wyznacz ten utamek.

Zadanie 4. Licznik pewnego utamka jest o 2 mniejszy od jego mianownika. Jezeli licznik
tego utamka zwiekszymy o 9, a mianownik o 5, to wartos¢ utamka dwukrotnie wzrosnie.
Wyznacz ten utamek.

Zadanie 5. Mama Piotrka jest o 7 lat mtodsza od jego taty. Stosunek wieku mamy
do wieku taty wynosi 6:7. lle lat ma mama, a ile tata Piotrka?e

Zadanie 6. Magda ma 25 lat a jej mtodsza siostra 13 lat. Za ile lat stosunek wieku Magdy
i jej siostry bedzie rowny %?

Zadanie 7. Szkota zamodwita seans filmowy dla ucznidw klas trzecich. Koszt seansu
wyniost 1650zt. Poniewaz do kina nie przyszto 15 ucznidw, pozostali musieli doptacic
po 1zt za bilet. Jaka byta planowana, a jaka rzeczywista cena biletow?
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Zadanie 8. Pan Andrzej przeczytat ksigzke liczgcqg 720 stron, przy czym kazdego dnia
czytat takg samq liczbe stron. Gdyby czytat kazdego dnia o 8 stron wiecej
to przeczytatby te ksigzke o 15 dni wczesniej. lle dni czytat te ksigzke?e

Zadanie 9. Odlegtos¢ miedzy miastami A i B wynosi 540km. Pocigg ekspresowy
pokonuje te trase w czasie o 3 godziny krofszym niz pocigg osobowy. Szybkos$c
ekspresu jest wieksza od szybkosci pociggu osobowego o 30km/h. Oblicz srednie
predkosci obu pociggow.

Zadanie 10. Kierowca pomyslat, ze odlegtos¢ 208km moze przejechac z pewnq statg
predkoscig v w czasie t. Gdyby jechat z predkoscig o 13km/h wiekszqg, to te samg trase
pokonatby w czasie o 0,8 godziny krotszym. O jakiej state] predkosci pomyslat
kierowca?e

Zadanie 11. Kolarz pokonuje trase 60km ze statq predkosciq. Gdyby jechat
z predkoscig o 1 km wiekszq, to te samq trase pokonatby w czasie o 6 minut krotszym.
Oblicz predkosc¢ jazdy kolarza.

Zadanie 12. W dwdch hotelach wybudowano prostokgtne baseny. Basen
w pierwszym hotelu ma powierzchnie 240 m?2. Basen w drugim hotelu ma powierzchnie
350 m2 orazjest o 5 m dtuzszy i 2 m szerszy niz w pierwszym hotelu. Oblicz, jakie wymiary
mogq miec baseny w obu hotelach. Podaj wszystkie mozliwe odpowiedszi.

Temat: NIEROWNOSCI WYMIERNE

Zadanie 1. Rozwigz nierdbwnosc:

3x—-5

a) <0 b) 2> 0 c) >0
34+2x x+3 x—2
2x—6 2x—6 x%-4
< < _—
d)xz—7x_ 0 e)962—795_ 0 f)(x—ZXx—l)_'
) x—9 < h) (x+1)? <0 ) 2x%—x-3
9 x2-10x-11 — x2—6x+9 x2+42x+3
2_ _ —
J.)szx+6 0 I()3495_3<0 I)29x_|_520
—X“+x+2 x+7 5+x
m) —X < 2 n) == > -1 o) _4>0
2—3x 44x 3—-2x
5 7 3 5 -2 3
= < — > -
P) 2x  4x+3 — 0 ) 2x—1  4x+3 — 0 s) (x+4)2 x+4
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Temat: POWTORZENIE WIADOMOSCI - WYRAZENIA WYMIERNE

SPRAWDZ, CZY JUZ UMIESZ:

v' wyznaczy¢ dziedzine wyrazenia wymiernego,

v skrocic wyrazenie wymierne,

v’ rozszerzyC wyrazenie wymierne do podanego mianownika,

v’ sprowadzic dwa wyrazenia wymierne do wspolnego
mianownika,

v dodawac¢, odejmowac¢, mnozyC i dzielic wyrazenia
wymierne,

v' rozwigzywac rownaniad i nierdbwnosci wymierne,
v' rozwigzywac zadania tekstowe.

ZADANIA POWTORZENIOWE

Zadanie 1. Wykonaj dziatania

x—4 x—1 2 3
a) =242 ) — —=
x+3 x+4 x—3 X
x  x%4x x x%2-25
c) = d) :
6—x x2-36 x2+5x x+2

Zadanie 2. Rozwigz rownanie:
—x—4 3 7

a) =2 b) =

X+2 2x+1  5x—1

Zadanie 3. Rozwigz nierdbwnosc:
x—4 —2x+9

<0 b)
5x-10

Q) > =2

xX—6

Zadanie 4. Licznik pewnego utamka jest rowny 7. Jedli mianownik fego utamka
zwiekszymy o 12, alicznik o 14, to warto$¢ utamka sie nie zmieni. Jaki to utamek?

Zadanie 5. Ania jest o 8 lat starsza od Danki. Stosunek wieku Ani i Danki jest rowny 3:2.
lle lat ma kazda z dziewczgte

ZADANIA ZAMKNIETE

2

Zadanie 1. Dziedzing wyrazenia wymiernego —; T jest zbidr:
X —
A. R\ {16} B. R\{-4, 4} C.{-4, 4} D. R\{4}
. . . 7 . . . - . . 2
Zadanie 2. Dla jakich wartosci x wyrazenie %% —10x 112 nie ma sensu liczbowegos
A.x=2,x=-3 B.x=-2,x=3 C.x=-2,x=-3 D.x=2,x=3
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2x2 -1 L X

Zadanie 3. Wartos¢ wyrazenia
Ax?—x—-2 2x-1

dla x=-1 wynosi:

5 1 1 5
.= .= A= .=
A 6 g 6 c 12 D 12
2_ p—
Zadanie 4. Dla x #3 i x # -1 wyrazenie (x 92)()( L) po skroceniu jest rowne:
(x=3)(x* —2x+1)
A X—3 ' X+3 C X—3 D. X+3
x-1 X+1 X+1 X—-1
. .. 2x-1 : .
Zadanie 5. Rozszerzeniem wyrazenia X 3 dla x= -3 jest wyrazenie:
2 _ 2 _
A 2X erSx 3 B 2X 27x+3
X“ -9 X“ -9
2 2 —
C 2X 27x+3 D. 2X er5x 3
X“+9 X“+9
2_
Zadanie 6. Rozwigzaniem réwnania ; j =0 jest:
A.2i3 B. v3i-+3 C. 3,-43i2 D. V3i2
. - . s . X-3 _
Zadanie 7. Wskaz liczbe rozwigzan rownania GiowiD
A.3 B.2 C.1 D.0

. . . , . 4x . .
Zadanie 8. Rozwigzaniem rownania P 3 jest liczba:

o)}

A2 B. & 8 D.
6 5

N
[e) M I

x3—9x

x2+4+2x-3 -
A.0 B. 1 C.2 D.3

Zadanie 9. Podqj liczbe rozwigzan rownania

Zadanie 10. Rozwigzaniem réwnania W = 0 nie jest liczba:

A. 4 B.2 C.-2 D.-4

. . . 8x—12x? . .
Zadanie 11. Wyrazenie ———, x # 0 po uproszczeniu ma postac:
4x2

A.2-3x B, 22X — p—
X 4x X
. . . ) . (x—2)(x+6) .
Zadanie 12. Rozwigzaniem rownania T23s 0 jest:
A 20 -6 B. -6 C. 2 D. -6ié
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a’-2ab
a
A.-5,5 B.-7.5 C.7.5 D.-6,5

Zadanie 13. Warto$¢ wyrazenia dlaa= 3 I b =3jestrowna:

2x—
X

A. 4 B. -1 C.

3

. . . s . +1 . .
Zadanie 14. Rozwigzaniem rownania = xTJes’r liczba

D.0

N | W

10.FUNKCJA WYKLADNICZA | LOGARYTMICINA

Temat: POTEGA O WYKLADNIKU RZECZYWISTYM
Przypomnijmy:

POTEGA O WYKLADNIKU NATURALNYM

a® =1, dlaa+0
al =aq, dlaa €R
a™l =q"-q, dlaa€ER ineN?

Jezelia € R in€ N\{0},toa™ =a-a-a-..-a

POTEGA O WYKLADNIKU CALKOWITYM

1
a’l= E,gdzie a € R\{0}

1
a "= a—n,gdzie a€R\{0} ineN*

n

(%)_n = (g) ,gdziea-b # 0

POTEGA O WYKtADNIKU WYMIERNYM
a% = "a™, gdziea € R*f,m € N*,n € N*\{1}

DZIALANIA NA POTEGACH
JezelimneR iab€eR" albommeC iabeRia+0ib+0,to:

a™-aq" = gmtm (mnozenie poteg o tych samych podstawach)
a™a =agm " (dzielenie poteg o tych samych podstawach)
(a-b)™=a™-b™ (mnozenie poteg o tym samym wyktadniku)
(%)m = Z—: (dzielenie poteg o tym samym wyktadniku)
(@™ =a™m (potegowanie potegi)
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Zadanie 1. Oblicz wartosci poteg:
(1) ©2* (0257

a5t ()

o) 162 8 1253 (%)0’5 (32)5
2 1
1

)93 277 (g)_5 (1116)_E (0,01)~15

Zadanie 2. Wykonaj dziatania:

(1.4;j_1

0 2 1 1 4

)£2)—31 b) 34-27 4= c) ~———<+—=
1

1 2 =) 2 N
(35.37) 47 -3 5
RPN e) ———

27.93 1 1

2

Zadanie 3. Zapisz w postaci jednej potegi.

d)

O)8-ir= b) 272.%:\/_: C) 25_3.[%j2.\/_:
d) 1257 :5°.3/25 e) ¥9-372. f) V36 (%)2

Zadanie 4. Uzasadnij, ze liczba a = 25 jest 5 razy mniejsza od liczby b = 510 - 511 . 512,

Zadanie 5. Oblicz:

2

)z o) (B VD37 ) |(9 - 3v8) = (9 + 3v5)’
. s _ V2 . _ 2 .

Zadanie 6. Wykaz, ze liczby a = i | b= 75 sqQ rowne.
Temat: ROWNANIA WYKLADNICZE
Zadanie 1. Rozwigz rbwnanie:

6\* 7\*¥ 1\*
o (5) =) b) 9% =27 o (5) =125

1 1\*

d) 4% =1 e) 25% =+/5 f)(g) -9
9) % = 8* h) 42%%> = 64 i) 5% =125
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j) 2575 == k) 25745 = 1 ) 22% = 256

m) (\/i)x — % n) 52X+l = 53x+2 o) \/ﬁ“‘z _ g5x-3

Zadanie 2. Rozwigz rownanie:

a) 912x+5 — g5x—2 b) (E)X‘FZ _ (g)x_z 9 o _gus

) 9%—3 3 3x-7 7 7x-2

d) 5X +2 _ 53x e) 7x—4 _ ﬁ f) (_j _ (_j
7 3

Zadanie 3. Rozwigz rbwnania dokonujgc odpowiednich podstawien:
a) 7+ 7% 1 =56 b) 3¥+2 — 3% = 24
C) 5% —3:5*—10=0 d)7-7%-8-7*+1=0
e) 2*3+4+2¥=18 f) 5**1 4+ 5% = 1,2
g)4*—5-2*+4=0 h) 9* —25:3¥ —54=0

Temat: WZOR | WYKRES FUNKCJI WYKLADNICZE)

Funkcjqg wyktadniczg nazywamy funkcje f okreslong wzorem f(x) =a*, gdzie x € R oraz
aeR"\{4.
Wykresem funkcji wyktadniczej jest krzywa wyktadnicza. Aby naszkicowac wykres

i o . 1
funkcji wyktadniczej zaznaczamy punkty o wspotrzednych (-1, g), 0,0), (1, a).

Zbiorem wartosci funkcji wyktadniczej f(x) =a* jest zbiérY,=R".

Funkcja wyktadnicza jest :

- rosnqca, gdy a > 1,

- malejgca, gdy0<a<1.

Asymptotqg wykresu funkcji wyktadniczej f okresSlonej wzorem f(x)=a* jest prosta
o réownaniu y = 0 (0§ x).
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Wykres kazdej funkcji wyktadniczej okreslonej wzorem f(x) =a* przechodzi przez punkt
(0,1) (oo a° =1, gdy a>0)

Zadanie 1. Do wykresu funkcji wyktadniczej nalezg punkty o podanych wspotrzednych:
(-1,..), (0,..), (1,..). W miejsce kropek wstaw odpowiednie liczby i naszkicuj wykres
funkcji, gdy:

a)y=3" o) Y=[—jx c) y=5* d)}’:(i)x

Na podstawie wykresu omow:
e Dziedzine i zbiér wartosci funkciji,
e Monotonicznosc¢ funkcji,
e Punkt przeciecia z osig y.

Zadanie 2. Do wykresu funkcji y = a* nalezy punkt A. Podaj warto$¢ a, napisz wzor tej
funkcji oraz okresl, czy funkcja jest rosngca, czy malejgca, gdy:
a)A=(1,7) b)A::(—L%) c)A=(-1,8) A==(Z§)

Zadanie 3. Sposréd wzordw funkciji: y = (%)x,y =6% y= (g)x y=W11)"y = G)x

y = G)_x wybierz te, ktére okreslajg funkcje rosngce.

Zadanie 4. Uporzgdkuj rosngco liczby:

5
a) 47, 42, 4%, 427

o) (2. (2)° ()" )

c) (0,2)73, (0,2)‘5; (0,2)3, (0,2)1°, (0,2)"7

Zadanie 5. Podaj wspotrzedne przeciecia sie wykresow funkcji fi g, gdy:
3

X
) f() =4 i g =64  bf@W=(3) ig0)=27"
Zadanie 6. Oblicz argument x, dla ktérego funkcje f i g przyjmujg te samg wartosc,

gdy:
a) () =9 i g(x) = 27* o) f@) = (5) i g() =64

8

Zadanie 7. Funkcja g(x) = a*, gdzie a jest rozwigzaniem robwnania 16x? —33x +2 =0
jest malejgca. Oblicz g(-0,25).

h(3)-h(9)
h(27)

Zadanie 8. Funkcja h okreslona jest wzorem h(x) = 9*. Zapisz liczbe

w postaci 3¢, gdzie ¢ jest liczbg catkowitq.

108



Zadanie 9. Punkt K=(a, b) jest punktem wspdinym wykresu funkcji f(x) = 2*73 i prostej

o réwnaniu x = 6. Sprawdz, czy liczba (a? + b?)z jest catkowita.

Temat: PRZEKSZTALCENIA WYKRESU FUNKCJI WYKLADNICZEJ

Zadanie 1. Naszkicuj wykres funkcji y = 2%, a nastepnie wykres funkcji:

a) y=1+2* b) y = -3 +2* c)y=2*"1
d) y = 2%+2 e)y=2%34+2 fly=2¥2-1
ely=-2% fy y=2~ g) y=2*|

Dla kazdej z tych funkcii okresl:
e Drziedzine i zbidr wartosci,
e Miejsca zerowe,
e Rownanie asymptoty poziome,.

Zadanie 2. Naszkicuj wykres funkcji g, ktory jest obrazem wykresu funkcji f(x) = G)x

W przesunieciu wzgledem osi uktadu wspotrzednych o:
a) 2 jednostke w lewo i 1 w gore b) 1 jednostki w prawo i 3 w dot

Zapisz wzor funkcji g oraz omow wskazane wtasnosci: dziedzine, zbidr wartosci, miejsca
zerowe oraz rownanie asymptoty poziome;.

Zadanie 3. Znajdz rbwnanie asymptoty oraz wspotrzedne punktdw przeciecia wykresu
funkcji f z osiami uktadu wspotrzednych.

a) f(x) =5+4* b) f(x) = 4*2 c) f(x)=0,1*¥t3+7
d f@=0) -1 elfw=3"-3 ) fe=(2) -5

5
Zadanie 4. Naszkicuj wykres funkciji:

a) £x) = 137] o)y =|(2)"
5 1\*

X -3
Zadanie 5. Dane sq funkcje: f(x) = 2 + 3%, g(x) = (g) — 5, h(x)= (g) , k(x) = 6%+4.

c) f(x) 55" -3|

Ktore z tych funkcii:
a) Sgrosngce b) Majg asymptote y =0 c) Majg miejsca zerowe
d) Przecinajg oS y e) Przyjmujq tylko wartosci dodatnie?
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Temat: LOGARYTMY W ZADANIACH
Przypomnijmy:

Logarytmem liczby dodatniej b przy dodatniej podstawie a réznej od 1 nazywamy
wyktadnik ¢ potegi, do ktdrej nalezy podnies¢ podstawe a, aby otrzymac liczbe
logarytmowanqg b, co zapisujemy c=1log, b.

Gdy a>0,a#1 i b>0, to log,b=c < a°=b

JeSliaeR*\{l} i beR", to:

log,1=0 log, a=1 a*%" =p

Wtasnosci dziatan na logarytmach
JezeliaeR"\{}, x,yeR",fo:
e log,(x-y)=log, x+log, y (logarytm iloczynu)

e log, § =log, x—1log, y (logarytm ilorazu)

e log, x" =m-log, x, gdymeR. (logarytm potegi)

Twierdzenie o zmianie podstawy logarytmu

Jezeli a.ce R \{Ihbe R, to log, b=129P
log, a.
Uwaga: Logarytm o podstawie 10 nazywamy logarytmem dziesietnym. Zamiast

log,, b piszemylogb .

Zadanie 1. Oblicz wartosci logarytmow:

a) log, 8 b) log0,1 c)logs1 d) log, 242
e) log; ; f) log, 8 a) log, 27 h) log ; 32
2
i) log 0,1 j) logz 5 k) logs 25 1) logz V3
5
m) log, ; +/32 n) log,168 o) logs V36 p) log5 2V2

Zadanie 2. Znajdz X, jesli:

1
a) log, x = -2 b) log,, x = " c) logg x :%
2

d) IogX%=2 e) log, = —1 f) log,VZ =1

Zadanie 3. Wykonaj dziatania:

a) logs 2 + log, 18 b) logs 20 — logs 4 c) log40 + 2log5
d) 2log, 5 + %logz 9 e) log, 5 — %logz 1000 f) log 0,2 — 2logV/2
g)10'°83 h) 252 i) 4910873
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Zadanie 4. Rozwigz rownanie (pamietaj o dziedzinie):

a) log,(x-1)=1 b) log, (x+5) = log, 3
c) log,(log, x)=1 d) log, (x +3)+log,(x—3)=2
e) log,(log, x)=1 f) log,(log; x) = 2

Zadanie 5. Oblicz log;(2 + log,0,25).

Zadanie 6. Podaj najmniejszq liczbe catkowitqg spetniajgcg nierdbwnose
x + logs 3 > logs 75.

Zadanie 7. Uzasadnij, ze ponizsze liczby sg catkowite.

a) 71084 . 7108250 b) logs(loges 8) + logs(loges 4)
log?4-log?25 21083 63
) 2ogz-1ogs) o) e

Zadanie 8. Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste a spetniajgce rownosc
log,_s.(a+7) =2.

Temat: WZOR | WYKRES FUNKCJI LOGARYTMICZNEJ

Funkcja logarytmiczng nazywamy funkcje f okreslona wzorem f(x)=Ilog, x, gdzie
x>0 oraz a jest ustalonq liczbq rzeczywistq dodatniq réozng od 1.

Wykresem funkcji logarytmicznej jest krzywa logarytmiczna.

a>=1
Ty

-

a e (0; 1)

. |

Aby naszkicowac wykres funkcji logarytmicznej zwykle zaznacza sie punkty

o wspodirzednych G,—l} 1,0), (a)) .
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Uwaga:

ex>0iaeR"\{I},to log, x=-log, x.

* Wykresy funkcji wyktadniczej i logarytmicznej o tych samych podstawach, czyli
funkcji okreSlonych wzorami y=a* i y=Ilog, X sq symetryczne wzgledem prostej

o rownaniu Yy = x . Funkcje te nazywamy funkcjami odwrotnymi.

Zadanie 1. Naszkicuj wykres funkcji:

a) y =log, x b) y =log, x

2

c)y=log, x d)y=log, x

2
Dla kazdej z funkcji podaj:

e dziedzine,

e Zzbidr wartosci,

e miejsce zerowe,

e monotonicznos$¢ funkcii.

e rownanie asymptoty pionowej

Zadanie 2. Dana jest funkcja y = log, x. Sprawdz, czy punkt P lezy na wykresie tej funkciji,

gdly:
a)a=2, P=(83) b)a=3, P=(,-3)
c) a=2V2, P:(32,3%) d) a=%, P:(lg,—B)

Zadanie 3. Do wykresu funkcji okreslonej wzorem y = log, x nalezy punkt P. Oblicz a,
jezeli:
Q) P = (32,5) o) P = (-, 4)

c)P:(%,—1) d)P=(5,%j

Zadanie 4. Uporzgdkuj liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej (rosngco):

3
Q) Ioglz, Ioglx/§, log, 1. b) log,3, log4§, log, 5, log, 0,1
6 6 6
c) log, 4, log, 4, log; 4, log,, 4 d) log, 7, log, v16, Iog%,

3

Zadanie 5. Wyznacz dziedzine funkcji:
a) f(x) =logi(1 — 2x) b) f(x) =logs(x* - 1)

c) f(x)=log,(3x—7) d) f(x) = log,(x* —4x)
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e) f(x) = loga[(x + 5)(3x — 6)] f) f(x)=log, [(2x+4)x-1)]

g) f(x) =logg, (x* — 6x +5) h) f(x) =log(x — 3) + log(8 — x)
i) f(x) = log,(3x = 1) ) f(x) = logax-1) x

Temat: PRZEKSZTALCENIA WYKRESU FUNKCJI LOGARYTMICIZNEJ

Zadanie 1. Podaj wzor i naszkicuj wykres funkciji g wiedzqgc, ze jest on obrazem wykresu
funkcji logarytmicznej okreslonej wzorem y = log, x:

a) w przesunieciu o 1 jednostke w lewo wzgledem osi OX i 2 w goére wzgledem osi OY
b) w przesunieciu o 2 jednostke w prawo wzgledem osi OX i 3 w dot wzgledem osi OY
c) w symetrii osiowej o 0§ x

d) w symetrii osiowej o 05 y

Zadanie 2. Oblicz miejsce zerowe funkcji y = f(x). Okresl jej dziedzine, napisz rbwnanie
asymptoty pionowej wykresu funkciji f i naszkicuj jej wykres, gdy:

a) f(x) =3 +log, x b) f(x) =logi(x —2)
C) f(x) =logsx —4 d) f(x) =logs(x + 1)
e) f(x) =logi(x+4)+3 f) f(x) =—log, x

Temat: WZROST | ZANIK WYKLADNICZY

Wyktadniczy proces zmiany opisuje funkcja okreslona wzorem y =y, -a', gdzie:

t —czas, joki uptyngt od momentu rozpoczecia obserwacji, czyli czasu t, =0

a - stata wielokrotno$¢ zmiany

Yy, —wartos¢ poczgtkowa obserwowanego zjawiska.

Jezeli y=1f(t), to f()="F(,)-a'", gdze f(t,) jest wartoicig poczgtkowqg
obserwowanego zjawiska, a t,jest momentem rozpoczecia obserwacii.

Obserwujgc proces zmiany zjawiska w czasie, staramy sie ustali¢c wartos¢ a we wzorze
f(t)=f(t,)-a'

Uwaga: Jesli w ciggu okreslonej jednostki czasu t nastgpito

* podwojenie wartosci poczgtkowej f(t,), o a=2

- : L . 1
* zmniejszenie o potowe wartosci poczgtkowej, to a = >

* zmniejszenie o jednq trzeciq wartosci poczgtkowej, to a = 3

* zwiekszenie o 6% wartosci poczgtkowej, to a =1,06
* zmniejszenie o 10% wartosci poczgtkowej, to a=0,9
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Zadanie 1. Czas potowicznego rozpadu pierwiastka to okres, jaki jest potrzebny, by ze
100% pierwiastka pozostato 50% tego pierwiastka. Oznacza to, ze ilos¢ pierwiastka
pozostata z kazdego grama pierwiastka po x okresach rozpadu potowicznego wyraza

sie wzorem y = G)x W przypadku izotopu jodu 131l czas potowicznego rozpadu jest

rowny 8 dni. Wyznacz najmniejszqg liczbe dni, po uptywie ktérych pozostanie z 1 g 1311
nie wiecej niz 0,125 g tego pierwiastka.

Zadanie 2. Podczas pewnego doswiadczenia liczba bakterii, ktérych poczgtkowo
byto 600, podwajata sie w ciggu pot godziny.

a) uzasadnij, ze funkcja f(t) = 600 - 4 opisuje liczbe bakterii w zaleznosci od czasu

t mierzonego w godzinach,

b) uzupetnij tabele.

Czas ft]1 1,5 2 2.5 3 3,5 4 4,5
[h]
Liczba
bakterii

Zadanie 3. W pewnym doswiadczeniu badano liczebnos¢ kolonii bakterii. Zgodnie
z modelem teoretycznym liczbe bakterii, w zaleznosci od czasu t mierzonego
w godzinach, wyraza wzor:

y=yo-at
gdzie y, jest poczgtkowq liczbqg bakterii, natomiast a — pewng statq. Wyznacz statqg a,
jesli poczgtkowo byto 1500 bakterii, a po 8 godzinach ich liczba wzrosta do 24000.
Po jakim czasie liczebnos¢ kolonii bakterii bedzie rowna 960002

Zadanie 4. Zaobserwowano, ze liczba klientéw pewnego sklepu w ciggu ostatnich 8
lat powiekszata sie co roku o 3%. Zaktadajgc, ze ten proces w ciggu nastepnych lat
nie ulegnie zmianie oraz ze obecnie klientela sklepu to 5000 oséb:

a) Napisz wzér wyrazajgcy zaleznosc liczby klientow sklepu od liczonego w latach
czasu 1,

b) Oblicz, ile klientow moze byc¢ w sklepie za 5 lat.

Zadanie 5. Zaobserwowano, ze liczba zajecy w pewnym lesie w ciggu 5 lat
powiekszata sie co roku o 2%. Zaktadajgc, ze proces ten w nastepnych latach
nie ulegnie zmianie oraz ze obecnie w lesie jest 1200 zajecy:

a) Napisz wzdr wyrazajgcy zaleznos¢ liczby zajecy w stawie od liczonego w latach
czasu 1.

b) Oblicz, ile zajecy moze by¢ w tym lesie za 5 |at.

Zadanie 6. Liczba bakterii w pewnej kolonii powieksza sie co godzine o 25%. Kolonia
ta o godzinie 15°° liczyta 1 000 000 komorek.
a) Napisz wzor opisujgcy liczbe bakterii kolonii w zaleznosci od czasu t

b) Oblicz, ile bakterii bedzie liczyta kolonia o godzinie 18°°.
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Temat: POWTORZENIE WIADOMOSCI - FUNKCJA WYKLADNICZA | LOGARYTMICINA

SPRAWDZ, CZY JUZ UMIESZ:

v wykonywac dziatania na potegach:
e oObliczac¢ wartosci poteg o wyktadniku wymiernym,
e stosowac wtasnosci dziatan na poftegach,
e zapisywac wyrazenie w postaci jednej potegi.
v wykonywac dziatania na logarytmach:
e oObliczac¢ wartosci logarytmow,
e stosowac wtasnosci dziatan na logarytmach
v rozwigzywac rownania wyktadnicze i logarytmiczne,
v szkicowac wykres funkciji wyktadniczej i omowic jej witasnosci:
dziedzine i zbidr wartosci,
miejsca zerowe,
monotonicznose,
rownanie asymptoty poziomej
v’ szkicowac wykres funkcji logarytmicznej i omowic jej wiasnosci:
e dziedzine i zbiér wartosci,
e miejsca zerowe,
e monotonicznose,
e rownanie asymptoty pionowe;.

ZADANIA POWTORZENIOWE

Zadanie 1. Zapisz wyrazenie w postaci jednej potegi.

(1Y 2l g
a) 27 [5] /3 b)125 -z—s.f_

Zadanie 2. Rozwigz rownania:
G) 52x+1 — 53x+2 b) 42x+5 = 64

)27 e =1 a@) =0

Zadanie 3. Oblicz wartosci logarytmow:

a) logg 64 b) log, 256 C) logsgl5
1
d) logs 0,008 e) log, >7 f) logs V25
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Zadanie 4. Oblicz x, wiedzqgc ze:

a) logx = log4 + log5 + log 6 b) logx = 2log3 + log 4

Zadanie 5. Oblicz x, gdy:

Q) log%x =3 b) log, 625 = 2

c) logxgl—1 =—4 d) logs(x? + 1)=2

Zadanie 6. Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste p spetiajgce réwnose 9'oss-1 = 4,

Zadanie 7. Naszkicuj wykres funkcji y= f(x) oraz okresl dziedzine, zbiér wartosci,
miejsca zerowe i rownanie asymptoty , jesli:
a) f(x)=3"*-1 b) f(x)=log,(x+3)-2

ZADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. Funkcja g(x) = (0,4)* dla argumentu x = —1 przyjmuje wartosc:
A.-0,4 B.0,8 C.25 D. 4

Zadanie 2. Funkcja g(x) = 8* dla argumentu x = —g przyjmuje wartosc:
A4 B.2 C.0,5 D. 0,25

Zadanie 3. Punktem wspdlnym wykresu funkcji y = 5% i osi OY jest punkt
A.(0,0) B. (-1,0) C. (0,1) D. (0,5)

Zadanie 4. Do wykresu funkciji f(x) = 4* nalezy punkt

1 1 1 1
A(13,4) B.(12,6) C.(13.8) D. (13,12)
Zadanie 5. Do wykresu funkciji f(x) = 0,5* nalezy punkt
A.(—1,5) B. (0;0,5) C. (2,25) D. (-2,4)

Zadanie é. Funkcja f(x) = 2* nie przyjmuje wartosci:
A.2010 B.V3 C.-2V2 D. 575V5

Zadanie 7. Dziedzing funkcji g(x) = (0,2)* jest zbidr:
AR B. (0, +0) C.(1,+o0) D. (1,2; +o0)

Zadanie 8. Zbiorem wartosci funkcji f(x) = (g)x jest zbidr:

A.(0, +00) B. (0,1) C. (2, +w) D. (3, +o0)
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Zadanie 9. Wskaz wzor funkcji, ktéra jest rosngca:

rr =@ srw=E  crm= orm=@
Zadanie 10. Funkcja f(x) = 3*

A. Jest malejgca i ma miejsce zerowe

B. Jest malejgca i nie ma miejsc zerowych

C. Jestrosngca i ma miejsce zerowe

D. Jest rosngca i nie ma miejsc zerowych

Zadanie 11. Liczba punktow wspolnych wykresu funkciji f(x) = 3* i prostej o rownaniu
y =0 jest:
A.rowna 0 B. rowna 1 C.réowna 2 D. wieksza od 2

Zadanie 12. Wykres funkcji f(x) = 4*~1> przecina 0§ OY w punkcie:
A.(0; 0,125) B. (1,5;0) C. (0;-1,5) D. (0; 0,5)

Zadanie 13. Miejscem zerowym funkcji f(x) = 25*~1 — 5 jest:
A.0 B.0,5 C.1 D.1,5

Zadanie 14. Wskaz funkcje, ktéra ma miejsce zerowe:
Af(x) =-3* B. f(x) =3*2 C.f(x)=3*+1 D.f(x)=3*-2

Zadanie 15. Wiemy, ze log,a = V2 i log,b = —/2. Zatem liczbq niewymierng jest liczba:

l
A.log,ab B. log,V2ab C. ZZZZ D. logzg

Zadanie 16. Dane sq liczby: x = logs9, y = log16i, z = logi25, t = log,2. Najmniejszg
5

sposrdd tych liczb jest:
A. X B.y C.z D.t

Zadanie 17. Liczba log,(log20 + log5) jest rowna:
A.5 B.2 C.1 D.0

Zadanie 18. Jezeli log2 = 0,30, to wartos¢ log32 jest rowna:
A.16-0,30 B.5-0,30 C.8-0,30 D.10-0,30

Zadanie 19. Jezelia = log,40 i b =4, to suma a + b nalezy do przedziatu:
A.(3.4) B. (4,5) C. (5.6) D. (6.7)

Zadanie 20. Jezelilog,a = 4 i log,b = 2, to warto$¢ wyrazenia vVab jest rowna:
A4 B.8 C.16 D. 32
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Zadanie 21. Jezelilog2 = a i log3 = b, to log6 jest rowny:
A.ab B.a+b C.a—-b»b D.

S RS

Zadanie 22. Jezeli log9 = 0,95, to warto$¢ log900 jest rowna:
A.95 B.2-0,95 C.2+4+0,95 D. 0,95

11.CIAGI LICZBOWE

Temat: POJECIE CIAGU LICZBOWEGO | SPOSOBY JEGO OKRESLANIA

Ciggiem liczbowym skonczonym nazywamy funkcje a okreslona w zbiorze liczb
{1, 2, ..., n} o wartosciach w zbiorze liczb rzeczywistych i oznaczamy (a,,a,,...,a,)

lub ()i -
a,,a,,.,a, - wartosci ciggu nazywane wyrazami ciggu liczbowego

a,- n -ty wyraz ciggu lub wyraz ogdlny ciggu

Ciqggiem liczbowym nieskonczonym nazywamy funkcje a okreslona na zbiorze liczb
Naturalnych dodatnich N* o wartosciach w zbiorze liczb rzeczywistych R

i oznaczamy (a,,a,,a,...) lub (a,).

a,,a,,a,... - kolejne wyrazy ciqgu (a,)

a,- n -ty wyraz ciggu (a,)

Kazdy cigg liczbowy jest funkcjqg, ktérej dziedzing jest zbidr liczb naturalnych dodatnich
(cigg nieskohczony) lub jego podzbidr (cigg skonczony).

Cigg mozna okreslic miedzy innymi poprzez:

- podanie wzoru ogdlnego na n -ty wyraz ciggu,

- podanie wszystkich wyrazéw ciggu, jezeli jest to cigg skonczony,

- podanie wzoru na sume jego n poczgtkowych wyrazdw,

- podanie jego pierwszego wyrazu lub kiku poczgtkowych wyrazdw i reguty
wyznaczania kolejnych wyrazow ciggu w zaleznosci od poprzednich.

Sumqg n poczatkowych wyrazéw ciqgu(a,) nazywamy wyrazenie

S,=a,+a,+..+a,,+a, ,gdzie neN".
Miedzy sumqg n poczgtkowych wyrazdw ciggu, a wzorem na n-ty wyraz ciggu zachodzi

zaleznosc:
an = Sp — Sp-1
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Zadanie 1. Naszkicuj wykres ciggu o podanych wyrazach:

a)1,3,57,9,11, ... pys,—223-22_ 27 7 .
2 22 22 2°2 2
023,12,0-2,-1,-3,-2,.. d)-1,1,-1,1,-1,1,-1,1,-1,..

Zadanie 2. Odgadnij regute, wedtug ktdrej powstajqg kolejne wyrazy ciggu i uzupetnij:

a)2,4,6, , ,12,14,.. a1, ==, =, .
9 27 "81 729
)52 3 e d)1,-4,9,-16, , ,49,—64,..

Zadanie 3. Podaqj cztery poczgtkowe wyrazy ciggu (an):

a) a,=3n-2 b) a, =n?
c) a =n’-n’ d a,=(-Dn"-2"
e)a, =|n—2| a, =4n+1

Zadanie 4. Podaqj sze$¢ poczgtkowych wyrazdw ciggu (an):

n dlannieparzystych

a)an={

1
- dlan parzystych

n? dla n nieparzystych

b) an = { (=)™ - n? dlanparzystych

Zadanie 5. Cigg (an> podany jest wzorem rekurencyjnym. Wyznacz wyrazy drugi, trzeci

i czwarty tego ciggu:

a1 = 1 {al = 1
@) {anﬂ =3a,—1ldlan>1 b) ansq = (ap)? +a,dlan =1

Zadanie 6. Podaj wzdér na n-ty wyraz ciggu (wzdr ogdlny ciggu) o podanych wyrazach:

a) 1I1Jllilij e b) lil)liliii"' C) llzlélilil"'
4’9’16’ 25 2’4’6’8’ 10 2’3’4’5’ 6
d)-2,-4,-6,-8, ... e) 5 8,11,14,17,... f)1,4,9,16,25,...
_r1_ 11 _ 1 11 11
g) 2’4’ 8’16’ 32’77 )2’ 4’8’ 16’32’77

Zadanie 7. Ktére wyrazy ciggu (an) sg rowne zeru?

a)a, =m-3)(n+2) b)a, =-2n+6
3 on2
c)a,=n’—-6n+5 d) anzw
n-+4
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Zadanie 8. Rozstrzygnij, czy liczba 20 jest wyrazem nieskonhczonego ciggu (a, ), jesli:

4n-8
a) a,=4n-2 b) a =
) a, ) 2, n+2
c) a, =4n*—16 d) an:g+8

Ladanie 9. Wyznacz cztery poczgtkowe wyrazy ciggu (a,). wiedzgc, ze suma n

poczgtkowych wyrazéw tego ciggu dana jest wzorem:
a) S, =5n(n-2) b) S, =(-1)"-n’

Zadanie 10. Oblicz dwudziesty wyraz ciggu (a,). wiedzgc, ze suma n jego

poczgtkowych wyrazéw okreslona jest wzorem:

a) s, - 2n(n-1)

b) S. =2n®+n
3 ) S,

Temat: MONOTONICZNOSC CIAGU LICZBOWEGO

Ciqg liczbowy (a,)jest:
-rosnqcy, gdy a,, —a, >0, - niemalejgcy, gdy a,,, —a, >0
- malejgcy, gdy a,, —a, <0 - nierosnqcy, gdy a,, —a, <0.
- staty, gdy a,,, —a, =0

Zadanie 1. Okresl monotonicznos¢ ciggu o podanych wyrazach:
a)1,1,2,2,3,3,4,4,5,5, ...

b)—1,-1,-2,-2,—3,—3,—4,— 4, ...
11111111

) ) ) ) ) ) )

0)22334455"“
d) 2, 4,6,8,10,...
e)10,7.4,1,-2,-5,-8,...
f)5,55,5,5,5, ...

Zadanie 2. Wykaz, ze cigg (an) jest rosnqcy:

2

a)a, = 2n—4 b)a, = 4—-2n b)an=n7
Zadanie 3. Wykaz, ze cigg a, =n—n® jest malejgcy:
Zadanie 4. Wykaz, ze ciqgg a,, = 5 — 3n jest malejgcy:

Zadanie 5. Wykaz, ze cigg a,, = 3n — n? jest nierosngcy:

120



Temat: CIAG ARYTMETYCZNY | JEGO WLASNOSCI

Ciagiem arytmetycznym (a,) nazywamy cigg liczbowy co najmniegj trzywyrazowy,

w ktérym kazdy wyraz, poczgwszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu
poprzedniego liczby r, zwanej réznicqg ciggu.
W ciggu arytmetycznym (a,) réznica r okreslona jest wzorem

r=a,,—a, gdzie neN".

Od réznicy r ciggu arytmetycznego (a,) zalezy jego monotonicznosé. Jezeli
r>0, to cigg (a,) jest rosnacy,

r<Q0, to cigg (a,) jest malejacy,

r =0, to ciqgg jest staty.

Jezeli w ciggu arytmetycznym (a,) wyrazem pierwszym jest a, iroznicq jestr, to cigg

ten okreslony jest wzorem a, =a, +(n-1)-r

Ciag (a,) jest ciggiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby

. . e . . a,,+a
naturalnej n, nie mniejszej niz 2, spetniony jest warunek a, = —"——"%

Wyznaczy¢ cigg arytmetyczny (a,) to znaczy znalezé jego wyraz pierwszy &,
i roznicer.

Zadanie 1. Podaqj rdznice ponizszego ciggu arytmetycznego. Wypisz jego dwa
nastepne wyrazy:

2 .1
3, ]2, 2],.....,.....,.... b 1_12_131 ..................
a) ) 1323
C) 7.3, -1, e, d) V2,4/2,4/2,..
Zadanie 2. Oblicz réznice ciggu arytmetycznego (a,) i okresl jego monotonicznosc:
a) a,=6-7n b) a, =2n+5
5n-1 2+3n
a = a =
c)a, =— d) a,=—,

Zadanie 3. Wyznacz wzor ogdolny podanego ciggu arytmetycznego. Oblicz setny
wyraz tego ciggu:

1.2 .1

6,6-,65,7,7>,.
a)1,3,5,7, b) 6,65,62.,7,7
c) 6,2,-2,-6,-10,... d)4,1,-2,-5, ...
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Zadanie 4. Oblicz wskazane wyrazy ciggu arytmetycznego (a, ). jeslir jest jego réznica.
a) a; =—-10, r =3, ag =?, a5 =?

2
b) a1 :5, T‘=—§, a7 :?, a13 :7

Zadanie 5. Uzupetnij tak, aby otrzymac kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego:

a) 18, ....., 32 b) -7, e, -19

C) 10, oo e, 34 d) 5 ey 32

€) 34, oo e, , 10 B) ceeoes 20 e s ) 14

) ooy e 18,019 ) 10w s oo s e s s e 34

Zadanie 6. Oblicz a,, i a,, ciggu arytmetycznego (a,), jeslirjest réoznicq tego ciggu:
1 1

a) a, =14, r=-3 b) a1:—2,r:E c) al:12,r=—5

Zadanie 7. Wyznacz liczbe wyrazéw skonczonego ciggu arytmetycznego:

a) 8.5 2,....-25 b) 6,10, 14, ..., 42
1 1 1
-5, - 6,5=,54-,.,-18=
c)-5.-2, 1,4, 286 d) > > 5

Zadanie 8. Oblicz &, i r ciggu arytmetycznego (a,):

a) a,=-7,a,=11 b) a; =60,a, =0

2
c) a4=1§,all=4 d) a, = —6, ag =54
e)a; =0, ag =15 fla, = -2, a;3=2

Zadanie 9.Wyznacz wzor ogdlny ciggu arytmetycznego (a,) spetniajgcego ponizsze

warunki:

a) a; =-13 b){a3:7
all =-31 dg = 11

C) {a1-|-a3=0 d) al+a4=12
a2+a4—_8 a2+a4+a6:27

Zadanie 10. Wykaz, ze cigg (a,) jest ciggiem arytmetycznym:

a) an=%n—5 b) a, =/3n+1

c) a,=-5n+9 d) a, =
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Zadanie 11. Dla jakich wartosci x podane liczby sg kolejnymi wyrazami ciggu
arytmetycznego? Podaj réznice tego ciggu:

a) Xx+1,4x—-1,3x+5 b) 3x+3,4x-1,5x—4
Cc)—x, 3x+1,-6—x d) 2x +5,4,3x + 2
e) x + 3,x2, 4x f)x2—1, (x+1)%4x% +1

Zadanie 12. Oblicz, ile jest liczb naturalnych:

a) czterocyfrowych,

b) podzielnych przez é i nalezgcych do przedziatu <7;126>
c) dwucyfrowych, ktére przy dzieleniu przez 7 dajqg reszte 3.

Temat: SUMA POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU ARYTMETYCINEGO

Suma n poczgtkowych wyrazéw ciqgu arytmetycznego (a,) okreslona jest wzorem

S, =a1;a” n
5. :al;an .n:2a1+(2n—1)r_n

Zadanie 1. Oblicz sume n poczgtkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (an) , jesli:

ad)a; =3, r=-2, n=10 b)a, =—-4, r=3, n=20
C)a, =21, r=-5 n=15 d)a;, =15 r=2 n=30

Zadanie 2. Oblicz sume szesnastu poczgtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego:

45 78
,7,11,15,19,... 1,222 L8

Q) 3,7 5,19 0) 1522503

c)13,10,7, 4, 1,... d)-6,-4,-2,0,2, 4, ...

Zadanie 3. Oblicz sume frzydziestu poczatkowych wyrazéw ciggu (a,) okreslonego

n

wzorem:
a)a, =3n-4 b)a, =-4n+1
Cla,=2n+7 C)a,=3-5n

Zadanie 4. Oblicz sume, ktérej sktadniki sg kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego:

a)é6+11+16+ ...+ 101 b)1+3+5+..+201
1 4 7 25 1 1
—t—+—F..+— S—+6+6—-+..+21
C)3 3 3 3 d) 2 2

Zadanie 5. Oblicz sume wszystkich liczb:
a) dwucyfrowych podzielnych przez 3 b) czterocyfrowych nieparzystych
c) dwucyfrowych podzielnych przez 7 d) trzycyfrowych parzystych
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Zadanie 6. Podaj wzér na n- ty wyraz ciggu (a,), ktérego suma n poczgtkowych
wyrazow okreslona jest wzorem:

a) snznT” b) S, =—3n?+6n
n
c) S, = d) S, =n’
) 3n+1 )3,

Zadanie 7. Wyznacz dla ciggu arytmetycznego (a,):
a) liczbe n wyrazéw, gdy S, =204, r =6,a, =49

b) réznice r, gdy S, =518 a, =50, n =14

C) wyraz pierwszy a, ,gdy r=-21i S,, =-598 .

Zadanie 8. Zaktadajqgc, ze (a,)]jest ciggiem arytmetycznym, oblicz brakujgce dane

w tabeli:
a, T n a, Sn
2 -3 7
3 2 17
2 20 110
-5 2 0
7 25 21

Zadanie 9. Rozwigz rownanie przyjmujagc, ze jego lewa strona jest sumqg kolejnych
wyrazéw pewnego ciggu arytmetycznego:

a)2+5+8+...+x=392 b)1+2+3+...+x=78

c)1+3+5+...+x=8] d)6+10+ 14+ ...+(4n + 2) = 20400

Temat: CIAG ARYTMETYCZNY - ROZWIAZYWANIE ZADAN TEKSTOWYCH

Zadanie 1. Cegty utozono w stos tak, ze w pierwszej dolnej warstwie jest ich 85,
w drugiej 79, w trzeciej 73 itd.
a) ile jest cegiet w 12 warstwie?

b) lle jest cegiet w dwunastu dolnych warstwach stosu?

Zadanie 2. Pewien pan sptacit dtug w wysokosci 5100 zt w dwunastu ratach, z ktérych
kazda byta mniejsza od poprzedniej o 50 zt. lle wynosita pierwsza, a ile ostatnia rata?
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Zadanie 3. Pewna firma specjalizujgca sie w kopaniu studni oferuje klientom
nastepujgcy sposdb obliczenia kosztu robdt ziemnych: wykopanie pierwszego metra
gtebokosci studni kosztuje 300 ztotych, a wykopanie kazdego nastepnego metra
stfudni kosztuje o 30zt wiecej niz poprzedniego metra. Sprawdz, czy 7500 ztotych
wystarczy na wykopanie studni gtebokosci 15 metrow.

Zadanie 4. Stadion sportowy ma migjsca dla kibicow utozone w rzedach.
W pierwszym rzedzie jest 40 miejsc, w drugim 42, w frzecim 44 itd. az do dziesigtego
rzedu. Dalej jest jeszcze 10 rzeddw po 100 miejsc w kazdym. lle jest miejsc dla kibicow
na tym stadionie?

Zadanie 5. Miary kgtow wewnetrznych wielokgta wypuktego tworzg cigg
arytmetyczny, ktérego réznica wynosi 50. Najmniejszy kgt ma miare 120.. Wyznacz
liczbe bokdw wielokgta.

Zadanie 6. Ania przeczytata ksigzke w ciggu 13 dni przy czym kazdego dnia czytata
o taka sama liczbe stron wiecej niz w dniu poprzednim. lle stron miata ta ksigzka, jezeli
wiadomo ze w trzecim dniu Ania przeczytata 28 stron a w ostatnim 68 stron?2

Zadanie 7. Dachowki utozone sg na jednej potaci dachu w 16 rzedach. Najnizszy rzgd
sktada sie ze 130 dachdwek a w kazdym nastepnym rzedzie lezy o 5 dachdwek mnigj
niz w rzedzie poprzednim. lle dachdéwek lezy w najwyzszym rzedzie? lle dachowek lezy
na catej potaci dachu?

Zadanie 8. Koszt wykopania pierwszego metra studni wynosi 100 zt. Za wykopanie
kazdego kolejnego mefra trzeba zaptacic o 10 zt wiecej niz za wykopanie
poprzedniego. Oblicz koszt wykopania 15 metréw studni.

Zadanie 9. Jurek ma zamiar kupi¢ drukarke do komputera za 300 zt. Postanowit,
ze z ofrzymywanych od rodzicow co miesigc pieniedzy na wtasne wydatki bedzie
systematycznie odktadat pewng kwote. W pierwszym miesigcu odtozyt 20 zt,
a w kazdym nastepnym o 5 zt wiecej niz w poprzednim miesigcu. Po ilu miesigcach
oszczedzania Jurek bedzie mogt kupic drukarke?

Zadanie 10. Pani Ewa wptacita na konto swego syna Szymona 150 zt w dniu jego
pierwszych urodzin. Na kazde nastepne urodziny wptacata o 50 zt wiecej niz w roku
poprzednim.
a) jakg kwote pieniedzy wptaci na konto syna w dniu jego osiemnastych urodzine
b) jak bedzie suma wptat w dniu osiemnastych urodzin Szymona, liczgc réwniez wptate
w tym dniu?

Zadanie 11. Tomek kupuje komputer na raty. Oblicz, na ile rat zostata roztozona sptata,

jesli Tomek wptacit na poczgtku 800 zt, pierwsza rata wynosita 195 zt, kazda nastepna
jest o 5 zt mniejsza, a optata za komputer wynosi w sumie 3750 ztotych.
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Temat: CIAG ARYTMETYCZNY - POWTORZENIE WIADOMOSCI

SPRAWDZ, CZY JUZ UMIESZ:

v' podac przyktad ciggu arytmetycznego,

v' wskazac pierwszy wyraz i roznice ciggu arytmetycznego, majgc dane:
e wzér ogdlny ciggu,
e kilka jego poczgtkowych wyrazow,
e dwa dowolne wyrazy ciggu,

v' obliczy¢ dowolny wyraz ciggu, majgc dany pierwszy wyraz i roznice,

v wyznaczyc¢ ilos¢ wyrazdw podanego ciggu arytmetycznego,

v’ zapisac wzor ogolny ciggu arytmetycznego , majgc dane pierwszy wyraz

i réznice ciggu,

v stosowac wzér na wyraz srodkowy ciggu arytmetycznego,

v obliczy¢ sume n poczgtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego znajqc:
e pierwszy i ostatni wyraz ciggu
e pierwszy wyraz i réznice ciggu.

v stosowac wzory na ogdlny wyraz i sume ciggu arytmetycznego do
rozwigzywania zadan.

ZADANIA POWTORZENIOWE

Zadanie 1. Ktéry z podanych uktadow liczb jest ciggiem arytmetycznym?@

Al 222 B) v3,33,5/3 C) 248 D) 3,-6,9

Zadanie 2. Cigg (-3, 2, 7....) jest ciggiem arytmetycznym. Oblicz dwudziesty pigty wyraz
tego ciggu.

Zadanie 3. lle wyrazéw ma cigg arytmetyczny (11, 19, 27,..., 83)¢

Zadanie 4. Podaqj roznice ciggu arytmetycznego (a,) . w ktdrym a3 = —10, a,; = 6.

Zadanie 5. Wyznacz cigg arytmetyczny, w ktérym ag = 36, a,¢ = 6.
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Zadanie é. Liczby x - 2, 3, x + 6 sg w podanej kolejnosci pierwszym, drugim i frzecim
wyrazem ciggu arytmetycznego. Oblicz x.

o

V3+2

Zadanie 7. Sprawdz, czy liczby 2-343, ,2++/3 sg trzema kolejnymi wyrazami

ciggu arytmetycznego.

Zadanie 8. Oblicz sume:

a) 12-tu poczgtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego, w ktorym a; =9,r = -2
b) trzydziestu pieciu poczgtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego @, = 8-5n,

Zadanie 9. Oblicz, ile jest liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 8.

Zadanie 10. Miedzy liczby 304 i 80 wstaw takie trzy liczby, aby tgcznie zdanymi tworzyty
cigg arytmetyczny.

Zadanie 11. Dtugosci bokow trojkata prostokgtnego tworzg cigg arytmetyczny. Oblicz
pole tego trojkata, jezeli przeciwprostokgtna jest dtugosci 54cm.

ZADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. Cigg (a, ) okreslony jest wzorem a, =n”* —-5n+6. Wyrazy ciggu robwne zero

to:
A.a,ia, B. a5 i3, C. a;iag D. a,ia,

Zadanie 2. Liczba 0,5 jest trzecim wyrazem ciqgu (a, ) danego wzorem:

2

s w1 (] oeeh (]

V2 V2
Zadanie 3. lle wyrazéw ciggu okreslonego wzorem a, =2(n-1) +1nalezy do przedziatu
(-2, 8)¢
A.4 B.5 C.8 D.9

Zadanie 4. Cigg o wzorze a, =3-5n jest ciggiem:

A.rosngcym B. malejgcym C. statym D. niemonotonicznym
11 11 1
Z i . i Ty oy T Ty Ty T T e 7 i . .
adanie 5. Cigg 2'3' 2’5 6 mozna opisac wzorem
Aa,=(D"F  Ba,=()"—1o C.a,=(-)"> D.a=(D" -
n n+1 n n+1
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Zadanie 6. Cigg (a,) okredlony jest wzorem a, =(-1)"-(n* —2n). Wtedy:
A. a,>3 B. a,=3 C.a;<2 D.a;=2

Zadanie 7. Cigg (a, ) okreslony jest wzorem a, =(-3)" - (9—n?). Wtedy.
A. a, =-81 B. a, =-27 C.a,=0 D. a,>1

Zadanie 8. Ktéry z podanych ciggow jest arytmetyczny?

A.a =n?-3 B.a =(-)"(n+]) C.a, =—— D.a —3n-7
n+2

Zadanie 9. Ciggiem arytmetycznym o poczgtkowych wyrazach 5i 9 jest cigg:
A.a,=4n+1 B. a,=5n+9 C.a,=n+4 D.a,=5n+1

Zadanie 10. Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego (a,) jest rowny -2, a ésmy 12.

Zatem:
A. a,<0 B. a,=0 C.a,=3 D. a,>3

Zadanie 11. Cigg (a,) jest arytmetyczny oraz a,=2 i a,=5. Wskaz, ktbry

z podanych wyrazdéw tego ciggu zostat btednie wyznaczony:
A a=-4 B. a; =8 C.a,=1 D. g, =17

Zadanie 12. Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego jestrowny 7, ardznica 4. Ktory wyraz
tego ciggu jest rowny 352
A. szOsty B. sicdmy C. 6smy D. dziewigty

Zadanie 13. Cigg arytmetyczny (a, ), ktdérego poczgtkowe kolejne wyrazy sq réwne 3,

2 .1 2
—,2=,2,1—,... jest okresl :
5125 215, jest okredlony wzorem
1 10—-n 1 10+n
A.a,=n+- B. .3-2=n D. a, =
3 3 .3 3 3

Zadanie 14. Dany jest cigg arytmetyczny o wyrazie ogdlnym a, =5n+3. Réznica tego

ciggu jest réowna:
A.r=3 B.r=-3 C.r=5 D.r=-5

Zadanie 15. Drziesigty wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny 25, a jedenasty wyraz

jest rowny 30. Pierwszy wyraz tego ciggu jest rowny:
A.-20 B. 20 C.25 D.-25
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Zadanie 16. Liczby 4x + 5, x, 7 tworzg w podanej kolejnosci cigg arytmetyczny. Wskaz

liczbe x:
7 7
A’X_Z B'X__Z C.x=6 D.x=-6

Zadanie 17. Dany jest ciag arytmetyczny o wyrazie ogdlnym a, =3n-5. Rdznica tego

ciggu jest rowna:
A.r=3 B.r=5 C.r=-3 D.r=-5

Zadanie 18. Dany jest cigg arytmetyczny o pierwszym wyrazie (-7) i réznicy (-2). Drugi
wyraz tego ciggu jest rowny:
A.-9 B.-5 C.14 D.-14

Zadanie 19. Pigty wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny 17, ardznica (-2). Drugi wyraz
tego ciggu jest rowny:
A.9 B. 11 C.23 D. 25

Zadanie 20. W ciggu arytmetycznym a, =3 oraz a,, =7. Wtedy suma
S, =28 +a, +..+a, +a, jestrowna:
A. 95 B. 200 C. 230 D.100

Zadanie 21. Cigg arytmetyczny okreslony jest wzorem a, =4n-1. Suma pieciu

poczgtkowych wyrazéw tego ciggu jest rowna:
A.19 B. 49,5 C.33 D. 55

Zadanie 22. Jakie dwie liczby trzeba wstawi¢ miedzy 5 i 26, aby tworzyty cigg
arytmetyczny?
A. 1209 B.10i20 C.13i18 D.11i17

Zadanie 23. Jaki jest 99 wyraz ciggu arytmetycznego o poczgtkowych wyrazach
3.7,11,15¢2
A. 395 B. 298 D. 99 D. 196

Zadanie 24. Suma 5+ 8 + 11 +...+122 wynosi:
A. 1270 B. 2476 D. 2540 D. 5080

Zadanie 25. Wiemy, ze 1 + 2 + ...+ n = 8n. Zatem liczba n jest rowna:
A.15 B.8 C.16 D. 30

Zadanie 26. Miedzy liczby -3 i 5 wstawiono siedem liczb. Wszystkie liczby tworzg cigg
arytmetyczny. Réznica tego ciggu jest rowna:

A. -1 B. 1 C. g D.-=
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Zadanie 27. Wskaz piecdziesigty pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego, ktérego
pierwszy wyraz jest rowny o a roznica wynosi 0,004:

4

A.-0,596 B. 1 C. "% D.-0,596

Zadanie 28. Dany jest cigg arytmetyczny o wzorze a, =7n-1. Rdznica tego ciggu jest
rowna:

Al B. -1 C.7 D.6

Zadanie 29. lle wyrazéw ciggu arytmetycznego a, =2-5n jest wiekszych od -1432
A. 30 B. 29 C.28 D. 26

Zadanie 30. Wskaz wzoér ogdlny ciggu arytmetycznego (a,), w ktérym ag = 3

i a30 = 23

5
A. an:g”—z B.a,=-n—— C.a =n-3 D.a =n-7

Zadanie 31. Suma wszystkich nieparzystych liczb dwucyfrowych jest rowna:
A. 2750 B. 2475 C. 2430 D. 4905

Zadanie 32. Wskaz liczbe sktadnikdw w sumie -5 + 3 +...+235 poczgtkowych
wyrazow ciggu arytmetycznego:
A.8 B. 30 C. 31 D. 47

Zadanie 33. Suma stu poczgtkowych wyrazow ciggu arytmetycznego o wyrazie
pierwszym rownym 2 wynosi -19600. Rdznica tego ciggu jest rowna:
A. 4 B.-4 C.2 D.-3,94

Temat: CIAG GEOMETRYCINY

Ciagiem geometrycznym (a,) nazywamy cigg liczbowy co najmniej trzywyrazowy,

w ktérym kazdy wyraz poczgwszy od drugiego, powstaje z pomnozenia wyrazu
poprzedniego przez liczbe g, zwang ilorazem ciggu geometrycznego.

Jezeli cigg (a,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie g, to n — ty wyraz ciqgu

okreslony jest wzorem a, =a, -q""

W ciggu geomeftrycznym o wyrazach dodatnich kazdy wyraz a,, oprdécz wyrazu
pierwszego i ostatniego, jest srednia geometryczng wyrazow sgsiednich, czyli wyrazu
poprzedniego a,, i hastepnego a,,; .

A, =484,

n
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Monotonicznosé ciggu geometrycznego

Cigg geometryczny jest :

qe(O,l)v{q >1

‘”“mqqcy'gdy{a >0 |a <0
1 1

qe(O,l)V{q >1

- rosngcy, gdy {a <0 a0
1 1

faty, gdy {91 J9<R
- \4
>raty. 9ay a,eR |a=0

g<0

- naprzemienny, gdy {a 20
1

Zadanie 1. Podqjiloraz ponizszego ciggu geometrycznego. Wypisz jego dwa nastepne

wyrazy:
Q) 3,612 oo o) L L L
7T 7 7
) 42 A1y 20 Ao,
1 11 1
T S p— 0 21,2 e

Zadanie 2. Wypisz szeSC poczgtkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (a,)
o0 podanym ilorazie q:

a) alzquzz b)31=Lq:\/§

c)a=-3q=-1 d) & =16,9=-7

Zadanie 3. Wyznacz wzdr ogdlny podanego ciggu geometrycznego. Oblicz jego
jedenasty wyraz:

1 1
O) 9, 3,5, 1,.... b) _4a_2)_11_§l"'
11 1 1 1
__’_l__521"' _!__111_2!"'
ETI 4772

Zadanie 4. Uzupetnij tak, aby otrzymac kolejne wyrazy ciggu geometrycznego:

Q) o B o 0) v e ~3,9y

) il 1024 d) 5 1160

&) .2 54, IS 1
2 128
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Zadanie 5. Oblicz iloraz i wyznacz wzor ogdolny ciggu geometrycznego (a,):

Q) a, =-12, a, =24 b) a, =4, a, =82

1
c) a; =4, a, =g d) a, =-27, a, =-8

Zadanie 6. Wyznacz wzor na n- ty wyraz ciggu geometrycznego, w ktorym:
4 1 1

:2’ :3 :41 = — =——, = —
a) a q o) & q 3 c) & 5 q 3

Zadanie 7. Wyznacz cigg geometryczny, w ktérym:
a) a;, =18 i a;, =162 b) a,=1251i a, =64

Zadanie 8. Oblicz pierwszy wyraz i iloraz ciggu geometrycznego (a,):

a, =—4 a, =-3a, a, =1
a) 1 b) c)
a,—-a =4 a, +8a; =0

2T —_a

Zadanie 9. Dla jakich wartosci x podane liczby sqg kolejnymi wyrazami ciggu

geometrycznego?

a) -36, x, -1 b) 1,x, 100 c)2,x 18
d)x-1,x+2,3x e)x-3,2x,5x+ 18 f)x,x+1,2x+2
g)x—-1,2x,2x-6 h) -2, x+1,-50 i) x —3,2x — 6,4x.

Zadanie 10. Wykaz, ze cigg o podanym wzorze ogdlnym jest geometryczny:

a) a, =2-3" b) a, =3 c) a, =4'(%}

Temat: SUMA N POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU GEOMETRYCINEGO

W ciggu geometrycznym (a,)o ilorazie g suma n poczatkowych wyrazéw ciqgu

okreslona jest wzorem:

n

S 1-q

, gdy q=1

n=n-a;, gdy qg=1

Zadanie 1. Oblicz sume n poczgtkowych wyrazdéw ciggu geometrycznego, jesli:

d)a;=-3,q=2,n=38 b)a1=5,q=%,n=10
Cla, =4, q=5 n=6 d)a1=0,6,q=—i,n:20
e)a=1 q=-2, n=5 f) a,=~/5, q=+/5, n=8
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Zadanie 2. Oblicz sume dzesieciu poczgtkowych wyrazdw podanego ciggu
geometrycznego:

1 11 1
4,8,16,32, ... 1,3.9.27.... e s
a)4,8,16,3 b)1,3,9 27 C)24816
Zadanie 3. Oblicz sume:
a)4+3+g+£+§ b)8—4+2—1+1—1+1—i
4 16 64 2 4 8 16

Zadanie 4. Oblicz warto$¢ wyrazenia:

Q) 1+3+9+... +243 b) =—=+1-..+16

Zadanie 5. Zaktadajqgc, ze (a,) jest ciggiem geometrycznym, oblicz brakujgce dane

w tabeli:
aq q n an Sn
16 1 6
4
2 V2 32
2 6 1

Zadanie 6. W ciggu geometrycznym g = 2, zas suma 8 poczgtkowych wyrazéw jest
rowna 765. Wyznacz &, .

Zadanie 7. Suma pieciu poczgtkowych wyrazéw ciggu geometrycznego jest rowna
77 1
‘g . lloraz tego ciggu jest réwny(_ E) . Wyznacz pierwszy wyraz tego ciggu.

Zadanie 8. Suma wyrazéw skonczonego ciggu geometrycznego jest rbwna 765.
Pierwszy wyraz tego ciggu jest rowny 9, ailoraz 4. Wyznacz liczbe wyrazéw tego ciggu.

Zadanie 9. Oblicz pierwszy wyraz i iloraz ciggu geometrycznego (an)oroz sume
dziesieciu poczgtkowych wyrazéw tego ciggu wiedzqgc, ze:

a) a2:28ia5=3% b) a, =16 | a, =512

c)a2=36ia5=4% d) a,=6, a,=18.
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Temat: CIAG GEOMETRYCINY — ROZWIAZYWANIE ZADAN TEKSTOWYCH

Zadanie 1. Po rozstrzygnieciu konkursu rozdzielono 15500zt na nagrody, z ktdérych
najmniejszg byta kwota 500zt, a kazda nastepna byta dwa razy wieksza niz
poprzednia. Oblicz liczbe nagrdéd oraz podajich wartosci.

Zadanie 2. Pitka odbijajgc sie od ziemi, osiggata za kazdym razem wysokosc

WYNoszgcq % poprzedniej. Jak wysoko wzniosta sie pitka po pierwszym uderzeniu, jesli

po szostym odbita sie na wysokos$¢ 32cm?

Zadanie 3. Tomek rozwigzywat przed egzaminem z fizyki zadania testowe. Pierwszego
dnia rozwigzat 40 zadan, a kazdego nastepnego dnia 1,5 razy wiecej. W sumie Tomek
rozwigzat 325 zadan testowych. Przez ile dni rozwigzywat te zadania?

Zadanie 4. Wygrates konkurs sponsorowany przez lokalne radio. Mozesz wybrac jeden
z dwodch sposobow ofrzymania nagrody pienieznej:

| sposob:10 zt pierwszego dnia, 20 zt drugiego, 30 zt frzeciego itd. przez dwa tygodnie,
Il sposdb:1 zt pierwszego dnia, 2 zt drugiego, 4 zt trzeciego itd. przez dwa tygodnie.

Ktory sposdb przyniesie wiecej pieniedzy i o ile?

Zadanie 5. Za frzy ksigzki, ktorych ceny tworzg cigg geomeftryczny, zaptacono 61zt.
La pierwszqg i drugg razem zaptacono o 11zt wiecej niz za trzeciq. lle zaptacono
za kazdq ksigzke?

Zadanie 6. Balon wznidst sie w pierwszej minucie na wysokos$¢ 32 m. W kazdej nastepnej
minucie przyrost wysokosci, na jakg wznosit sie balon, byt dwa razy mniejszy niz
w minucie poprzedniej. Na jakiej wysokosci znajdowat sie balon po siedmiu minutach
wznoszenia?

Zadanie 7. Miedzy liczby 2 i 64 wstawiono trzy liczby, w ten sposdb, ze trzy pierwsze
liczby, ktérych suma wyniosta 27, utworzyty cigg arytmetyczny, a trzy ostatnie utworzyty
cigg geometryczny. Jakie liczby wstawiono?

Zadanie 8. Liczby X, y, 1 w podanej kolejnosci tworzg cigg arytmetyczny, a liczby x, vy,
X +y + 1 w podanej kolejnosci tworzg cigg geometryczny. Oblicz wyrazy ciggu
geometrycznego.
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Zadanie 9. Trzy liczby, ktérych suma jest rowna 36 tworzg cigg arytmetyczny. Jezeli
od pierwszej odejmiemy 1, od drugiej 3, a do frzeciej dodamy 7, to ofrzymane liczby
utworzg cigg geometryczny. Znqjdz te liczby.

Zadanie 10. Trzy liczby, ktérych suma jest rowna 48, tworzg cigg arytmetyczny. Jezeli
do pierwszej i do drugiej dodamy?2, a do frzeciej 11, to otrzymane liczby utworzg cigg
geometryczny. Znqjdz te liczby.

Zadanie 11. Trzy liczby, ktérych suma jest rowna 21, tworzg cigg arytmetyczny. Jezeli
od pierwszej odejmiemy 1, od drugiej 4, a od trzeciej 3, to otrzymane rdznice utworzg
w podanej kolejnosci cigg geometryczny. Znajdz te liczby.

Temat: CIAG GEOMETRYCZNY — POWTORZENIE WIADOMOSCI

SPRAWDZ, CZY JUZ UMIESZ:

v' podac przyktad ciggu geometrycznego,

v wskazac pierwszy wyraz i iloraz ciggu geometrycznego, majgc dane:
e wzér ogdlny ciggu,
e kilka jego poczgtkowych wyrazéw,
e dwa dowolne wyrazy ciggu,

v' obliczy¢ dowolny wyraz ciggu, majgc dany pierwszy wyraz i iloraz,

v wyznaczy< ilos¢ wyrazéw podanego ciggu geometrycznego,

v zapisac wzér ogdlny ciggu geometrycznego , majgc dane pierwszy wyraz

i iloraz ciggu,

v stosowac wzdor na wyraz srodkowy ciggu geometrycznego,

v' obliczy¢ sume n poczgtkowych wyrazéw ciggu geometrycznego znajgc:
e pierwszy i ostatni wyraz ciggu
e pierwszy wyraziiloraz ciggu.

v stosowa¢ wzory na ogdlny wyraz i sume ciggu geometrycznego
do rozwigzywania zadan.
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ZADANIA POWTORZENIOWE

Zadaniel. Podaqj frzeci i siddmy wyraz ciggu geometrycznego wiedzgc, ze
a, =—064, a,=32.

Zadanie 2.W ciggu geometrycznym dane sq: a, =—4 i a,=-108 Oblicz iloraz tego
ciggu.

Zadanie 3.Wyznacz czwarty wyraz ciggu geometrycznego (a,), w ktorym:
a,, =24, q=+/2.

Zadanie 4. Dla jakiej wartosci x liczby: 2, x+1, x+4 tworzg w podanej kolejnosci cigg
geometrycznye

Zadanie 5. Wyznacz cigg geometryczny (b,,), w ktdérym b, = —40, by = 1280.

Zadanie 6. Uzasadnij, ze ciqg okreslony wzorem a, = (+/3)" jest ciggiem
geometrycznym.

Zadanie 7. lloraz ciggu geometrycznego (a,) jest rowny 3 a suma jego pieciu
poczgtkowych wyrazodw wynosi -605. Znajdz pierwszy wyraz ciggu (a,) oraz okresl jego

monotonicznosc.

Zadanie 8. Suma frzech liczb tworzgcych cigg geometryczny jest rowna 62, a ich
iloczyn jest rowny 1000. Wyznacz ten cigg.

12. GRANICA CIAGU LICZBOWEGO

Intuicyjne pojecie granicy ciggu.

. . 4 . .
Na rysunku przedstawiono wykres ciggu o wzorze a, = . Kolejne wyrazy tego ciggu :

4,2, g 1, % % sq coraz blizej liczby 0.

-
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Ta liczba, do ktdrej zblizajqg sie kolejne wyrazy ciggu jest granicq ciqggu. Jesli cigg a,

ma granice g, to piszemy lima, =g.

Temat: CIAGI ZBIEZNE. CIAG GEOMETRYCINY ZBIEZNY DO ZERA | JEGO SUMA

Cigg, ktéry ma granice nazywamy ciggiem zbieznym. O ciggu, ktdry nie ma granicy,
mowimy, ze jest rozbiezny. Wsrod ciggdw rozbieznych wyrdzniamy ciqgi rozbiezne
do + o iciggirozbiezne do —oo.

Twierdzenia:

« Jesli ge(-11), o limg" =0 . Jesli k>0, To nILrunikzo
e Jedlig>1,to limg" =w e Jesli k>0, to limn* =oo.

Wyrazenie a, +a,q+a,q° +a,q° +... nazywamy szeregiem geometrycznym o wyrazach
a,, a,q,a,9°, a,9°,... iilorazie q.

Sume S, =a +aq+aq°+aq’+..+a,49"" nazywamy n - tqg sumg czesciowq tego
szeregu.

Jedliistnieje granica wtasciwa S = rI]Lm‘O S, . fo granice te nazywamy sumg szeregu, szereg
ten nazywamy zbieznym i piszemy S =a, +a,q+a,q°...

Twierdzenia:

» Szereg geometryczny o ilorazie q e (-11) jest zbiezny. Jesli a, jest pierwszym wyrazem

a‘l
1-q

szeregu, to suma szeregu wyraza sie wzorem: S =

* Szereg geometryczny o pierwszym wyrazie a, =0 iilorazie g jest zbiezny, gdy
|| < 1irozbiezny, gdy |g| >1.

Zadanie 1. Naszkicuj wykres ciggu (a, ). Czy cigg ten ma granice?
8

o) a,=2-2 o) 8, = -+3 ) a, =31’

Zadanie 2. Naszkicuj wykres ciggu(a, ) i na jego podstawie podaj granice tego ciggu:

Q) an=—§ b) an:1+ﬂ
n n
C) an=§—3 d) an:4—in
n 2
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Zadanie 3. Sposrdd ciggdw geometrycznych wskaz te, ktdre sqg zbiezne do zera:

a) a,=3" b) b, =(gjn

1o 04

Zadanie 4. Napisz szereg geometryczny, ktérego wyrazami sqg wyrazy nieskonhczonego
ciggu geometrycznego (a,) o ilorazie g, gdy:

a) & =2 q:% b) a, =1 q=3 c) a; =3, q=_%

Zadanie 5. Oblicz sume szeregu geometrycznego:
4 16 64

a) 16+8+4+2+.. b) I+ —+—+—+
5 25 125
C) 3+1+1+1+i+... d) 4—2+1—£+1—l+
3 9 27 2 4 8

Temat: GRANICA CIAGU

Przy obliczaniu granic korzystac bedziemy z ponizszego twierdzenia:

Jezeliciqgi (a,) i (b,) sq zbiezne oraz lima, =a i limb, =b, to:

n—oo n—oo

. rI]imc~an =c-a,gdzie ceR * lim(a, +b,)=lima, +limb, =a+b
—00 n—co n—o n—o0
. rI]im(an —b,) =lima, —limb, =a-b * lim(a, —b,)=lima, —limb, =a-b
—>0 nN—o0 nN—o0 n—oo n—o n—o
. . i . a, a . .
e lim(a, -b,)=Ilima, -limb, =a-b e lim—=—gdy b=0ib, #0 dla neN
n—o n—owm n—»o0 N—a bn b

Twierdzenie: Niech (a,) bedzie ciggiem o wyrazach nieujemnych.

e Jedli lima, =g, to !]im\/a_nz\/ﬁ

N—o0

o Jedli lima, =, to lim,/a, =

nN—oo nN—o0

Zadanie 1. Oblicz:

a) lim@+3) - o) lim@+=-2) =
n—o n n—o0 n n
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1+—
c) lim—L -

n—o0 10_7

Zadanie 2. Oblicz granice ciqgu (an)

. 8n+2 +3n
a) lim b) lim——
) e Bn—4 ) 2n?+1
d) lim —2n? +5 e) lim—, 3-n?
>0 3n° —6n+2 e n® 4 n? —3
. 2n*+1 5n% —n
lim = h) lim———
o) e n? —3n M oendntl
4
)I|m1 n__ K) Iim3n 4
n—>w1+n n»o 22—
2n? —3n 3-n-n?
m) lim—— n) lim————
e n% —4n e n® —2n+5

Zadanie 3. Oblicz granice ciagu (a,):
3"-1

a) lim =
n—= 30 41

5-5"
c) lim =
n—= 8+ 8"

Temat: GRANICA NIEWLASCIWA CIAGU

nN—o0

6n®-3n+1

c) lim——
3n° +4n

nN—oo

f lim 4n® +n-1
oo 2n? +3n-12
i) lim 3n® —n* +7

e n’ £2n+5

. 2n—-4
1) lim—;
e 3n° +1

. 6n*-=5n
o) lim——
n>o n*4n

n—>w3” _26n

4n _5!‘1
m——
nﬁw4n+l+4_5n

Dla ciggdw majgcych granice niewtasciwg o« zachodzg ponizsze wtasnosci:

» Jezel !Lrpoa =00 | !Lrpob =, to Ilm(a +b,) =00

* Jezeli !mean =00 | !Lrgb =b, to I|m(a +b, ) =00

e Jezeli !mean =00 | !Lrgb =0, o I|m(a ‘b)) =00

» Jezel !Lrpoan =00 | !Lrpob =b>0, fo I|m(a ‘b,) =00

* Jezeli LLrpoan =00 | Mﬂb =b<0, to I|m(a b, ) =—0

+ Jezell lima, =a i limb, = (1ub limb, =), fo lim > =0

n—oo n—oo n—oo

(zaktadamy, ze b, #0 dlane N™ )

nN—oo
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UWAGA: Jedli lima, = i limb, =0, to granica ciggu (a, -b,) moze nie istniec.

Natomiast, gdy istnieje, nie mozemy podac jej wartosci bez szczegdtowej analizy
danego przyktadu. Mowimy, ze mamy do czynienia z symbolem nieoznaczonym

o0 0
[0-0], [o—o0], {;} oraz [6}

Zadanie 1. Sprawdz, czy ciqg (a,) jest rozbiezny do —« lub do o:

1
a) a, :_En b) a, =3" c)a,=01" d) a, =-n’

Zadanie 2. Oblicz granice ciqgu (a, ):

a) lim(n®-10n* +4) = o) Iim(%n2—8n—3):

c) lim(-6n°® +9n% +n) = d) lim(dn? +n-1) =

e) lim(-n®*+2n+3) = f) lim (2 — 3n — 2n?)
n—oo n—oo

Zadanie 3. Oblicz granice ciqgu (a, ):

3 2 3 _
O) |imu= b) Iim4n gn:
N> 2N+ 6 oo 5—n
3 6 3 _
c) “mw: d) Iim0’1n+nl=
oo 2n° —3n+1 e 10nT +n+2
. 2n* -4 . —4n®+2n-1
e) lim = f) im————=
o 3N —2 oo 3N+5
Zadanie 4. Oblicz granice ciqgu (a, ):
a) lim(n—+/n) = b) rle(\/n2+1—n)Z

ZADANIA ZAMKNIETE

. cn 1
Zadanie 1. lle wynosi lim—-:
n—o n

A — B.O C

1 1
= D. inn wiedz
21 - a odpowied

Zadanie 2. Suma szeregu geometrycznego o pierwszym wyrazie rownym 1 iilorazie

rownym 5:
.1 . . ,
A. Wynosi ~7 C. jest nieskohczona
B. wynosi =— D. ma skohczong wartos¢ dodatnig
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Zadanie 3. Wskaz szereg geometryczny, ktérego suma jest rowna 2:

3 9 27 4 4 4
-+ e et st SFPP
A 2 4 8 ¢ 3 9 27
5 _143.9,27_ 5 4 4, 4
2 4 8 3 9 27

Zadanie 4. Wskaz cigg, ktérego granicq jest (-3):

A, =2 B. a, =3+ C. anz—in D. an:—(_l) -3
n n 3 n
. . . -n+2 . .
Zadanie 5. Granicq ciggu a, = —_ jest liczba:
A.2 B. 1 C.0 D-1

Zadanie 6. Wskaz cigg, w ktérym rI1iman =-2:
n:Zn—4 C. an:2—n 2—4n
2n+1 2n+1

A.a, =-2n+1 B.a

Zadanie 7.Wskaz cigg rozbiezny:
A. a, :1+% B. a, :[gj C. a, =2 D. a, :(0,2)”

Zadanie 8. Wskaz cigg, ktéry nie ma granicy niewtasciwej:

A. a =-3" B. 3" C. @) D. (-3)"

Zadanie 9. Wskaz cigg, ktérego rI1iman =—0:

_2+5n

_n®+4n+1 D 2—4n?
" n?-7 nf-3

A. a C.a =— .a, =
n°“ -3 2n+3

=3n-2 B. a

n

13.GRANICA | CIAGLOSC FUNKCJI

Intuicyjne pojecie granicy funkcji
Przez stwierdzenie, ze ,liczba gjest granicq funkcji f w punkcie x,

rozumiemy, ze
wartos¢ funkcji f ,,zbliza sie” do g, gdy x ,,zbliza sie” do x,.

Piszemy wowczas lim f(x) =g
X—>Xo
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Twierdzenie:
Jezelifunkcje f i g majg w punkcie x,granice lim f(x)=a oraz limg(x) =b fo:

lim[f(x)+9(x)]=a+b lim[f(x)-g()]=a-b

f(x) a
lim——==—,gdyb=0
X—>Xg g(x) b

Jezeli c e R, to;

)!LTI][C+f(X)]=C+a XILrI][c~f(x)]=c~a

. c c
lim =—
x f(x)  lim f(x)

— % gdy lim f(x) %0
a X—Xo

Temat: GRANICA FUNKCJI W PUNKCIE

Oznaczenie: lim f(x) - granica lewostronna funkciji f

X—=>Xo

lim f(x)- granica prawostronna funkciji f

X—>Xg

UWAGA:
* Funkcja f ma granice g w punkcie x,, gdy I|m f(x)=lim f(x)

A)XU

o Jedli limf(x)=g i I|m f(x)=g, to I|m f(x) =

X—>Xg

Zadanie 1. Naszkicuj wykres funkcji fipodajjej granice w punkcie xo, gdy:

a) f(x)=x+3, x,=0 b) f(x)=—x*+2, x,=-1
c) f(x)=2x-1, xO:1 d) f(x)=x*+4x, X,=-2,
e) f(x)=|x+1, o f= Xt X,= ~1
X+1
Zadanie 2. Oblicz granice:
2_
a) limx? b)llmi c) lim> 4
x—3 X— —1)( x->2 X+1
2
d) Ilmx—7 e) lim —— f) lim X
x>1 X+ 2 x>-3 X+ 2 x—>0 X
x> -1 X —2 . ox+1
lim2 h) lim i) lim
g) x->1 X =1 ) X~>2X -4 ) xa—lxz_]_
i) lim23 k) lim <*3 ) lim YX =4
x>32X +6 x>-3 X +3X x>16 X —16
-9 - 2x-1
m) lim n) lim
Hg\/— 3 il 1-4x
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Zadanie 3. Odczytaj z wykresu funkcji f wartosci podanych granic jednostronnych:

‘f‘- TR E— M () =
.8 LRI E— IR C T —
M £ (X) = oo RO T —

Zadanie 4. Odczytaj z wykresu funkcji f wartosci wskazanych granic:

y A 1 lim f(x), 2 lim f(x),
y=f(x) we= s
r‘— 3 lim X} 4 Ilim f X).

: . x—1>—2+f( ) x>0~ ( )

0]/ “x 5 lim f(x), 6 limf(x),

x—0" x—>1

7 lim f(x), 8 lim f(x),
x=52" x—2*

9 lim f(x)
x4

Zadanie 5. Zbadaqj czy funkcja f ma granice w punkcie x,, gdy:
al
-1, gd -1

fFog=d  IVXSTE y

x> -1, gdy x>-1
b)

2
f(x):{x +1, gdy x<0

, X% =0
X+1, gdy x>0

Temat: GRANICA NIEWLASCIWA FUNKCJI W PUNKCIE

* Jezeli lim f(x) =—0 (lim f(x) =+o0), to funkcja w punkcie x, ma granice niewtasciwg

X—=>Xo

lewostronng — o (+x)
* Jezeli lim f(x) =—o (lim f(x) = +e0) to funkcja w punkcie x, ma granice niewtasciwg

X—Xg

prawostronng — oo (+)
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X—Xg

e Jezeli lim f(x)=lim f(x)=—oo(+x) fo funkcja w punkcie x, ma granice niewtasciwg

—o0(+o)

Oznaczenie: Jezeli x, ¢ D, i lim f(x) =0 to zapis:

lim f(x) =0~ oznacza, ze wartosci funkcji f zblizajg sie do 0 przez wartosci ujemne

X—>Xgo

lim f(x) =0~ oznacza, ze wartosci funkcji f zblizajqg sie do 0 przez wartosci ujemne

X—>Xg

lim f(x) =0" oznacza, ze wartosci funkcji f zblizajg sie do 0 przez wartosci dodatnie

X—>Xgo

lim f(x) =0" oznacza, ze wartosci funkcji f zblizajg sie do 0 przez wartosci dodatnie

X—>Xg

Uwaga: Jezelia>0,x, ¢D; i limf(x)=0" oraz lim f(x)=0", to:
. a a . —a -a
. I|m—={—}=—oo . I|m—={—}:+oo
X—>Xg f(x) 0 X=Xy f(X) 0
. a a . —a —-a
. |Im—=[—}=+oo . Ilm—:[ }z—oo
X—>Xg f()() o+ X—>Xg f(X) 0"

Zadanie 1. Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu funkcji f . Odczytagjz
wykresu wskazane granice:

) LA y=fE) b)  ya ¢)  yaA ‘
T l\\*\ : f(x) |
/ o ¥ \ \A_:'\\-.\ y= X / :
T N T /N y=f()
AN i | / | )
1 / \\ ! 1 ;/, S ! \
/ \ iy 4 L > — b >
o 1 h \ % ixl 40| 1 X o 1 L ¥, /\/_. X
g W s
/ \‘n : // ://
/ \ i/ i
{ | Wi A,
| 1! il
lim f(x), lim f(x) lim f(x), lim f(x) lim f(x), lim f(x)
xX—2" x—> 2" X—> -3 x— —3* Xx—> 3~ x—3*

Zadanie 2. Oblicz granice:

. A4X . BXx+5

a) lim

)wnu—nz o) lim =

plim 2% gyim X
=3 (x—3) >2X"+4x+4
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Zadanie 3. Oblicz granice jednostronne:

.3 . —4 . X . X
a) lim— b) lim— ¢) lim— d) lim —

x—0" X x—0" X x»>-1 X+1 -1 X+1

. 3-x _X=2 . X% +6X . 3-%°
e) lim f) lim g) lim h) lim

x50 X2 x>l X2 =X x—»3" 3—X x> -2 4 — X2
) lim —— i) lim k) lim <, ) lim 2
x>-3" X =1 x>-2" X —2 x->—-3" X+3 x>—5" X+ 5

Zadanie 4. Oblicz granice jednostronne funkcji f w punktach, ktére nie nalezg
do jej dziedziny:

x? -1 X+3

a) f(x) " ) £(x) 1
X2 +x+1 4-X

) £ =2 ) £00=5

Temat: CIAGLOSC FUNKCJI

Funkcje f, okreSlong w otoczeniu punktu x,, gdzie x, € D, . nazywamy funkcjq ciagtq
w punkcie x, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje granica XILrI: f(x) oraz XILT, f(x)=f(x,)
Uwaga: Ciggtosc¢ funkcji f w punkcie x,, gdy x, € D, badamy

* obliczajgc XILan0 f(x)i f(x,)

* sprawdzajqc, czy lerQ f(x)=f(x,)

Uwaga: Jezeli funkcje f i g sq ciggte w punkcie x,, to:

* funkcje f+g, f-g, f-g sq ciggte w punkcie x,

* funkcja é jest ciggta w punkcie x,, jezeli g(x,)#0.

Uwaga: Funkcje f nazywamy ciggtqg w przedziale (a, b) (zbiorze), jezeli jest ona ciggta
w kazdym punkcie tego przedziatu (zbioru). Przyktadami funkcji ciggtych

w catej swoje] dziedzinie sq:

* funkcje liniowe * funkcje wielomianowe  funkcje wymierne

* funkcje kwadratowe ¢ funkcje wyktadnicze * funkcje logarytmiczne
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Zadanie 1. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkciji f. Okresl dziedzine Dr funkcii f.
Odczytaj z wykresu wartos¢ funkcji f w punkcie xo. Ustal, czy funkcja f ma granice w
punkcie xo i jesli tak, to poréwnaj wartosci tej granicy z wartosciq funkcji w punkcie xo.

a) YA y=f(x) b) 74
EENZINEE HEBEETY . R 4!
St AT N
/ 0 1“ ' ; 01 3 ;x ) !
1] | o] 1IN »
Xo =2 11

Zadanie 2. Zbadaj ciggtosc funkcji f w punkcie xo:

2
a) f(x) = x“+2 dlax<1 X, =1
4—-x dlax>1

2
b) f(x)= 6-x- dlax<2 X, =2
X dlax>2
L dlax<?2
c) f(x)=¢x-3 Xy =2
(x—3)° dlax>2
d) t(x) dlax<0 0
X = =
x?+1 dlax>0 °
0 dlax=0
e) f(x)= =0
x?-1 dlax=0
2
LGX-Fg’ gdy X # —3
f) f(x)=4 X+3 . Xp=-3,
0, gdy x=-3
4x+5, gdyx<-1
9) f(x)= o=-1
5x—4, gdyx>-1
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Temat: GRANICA FUNKCJI W NIESKONCZONOSCI

Jezeli dla kazdego ciggu (x,) ., takiego, ze X, € (a,+») i (a,+o) c D,, i nlirlww X, =+ Oraz:
. nlirpw f(x,)=g.tofunkcja f maw +«granice g, co zapisujemy nllrpm f(X)=g
. nlirpw f(x,) =+, fo funkcja f maw + o granice niewtasciwg +w«, Co zapisujemy
nllrpw f(X) =+
. nlirfl f(x,) =, fo funkcja f maw + o granice niewtasciwg —, Co zapisujemy
nlirpw f(X) = —o0
Analogicznie okreSlamy granice funkcji f w minus nieskonczonosci (—«), gdy

X, € (—o,a) i (—o,a) c D;.

Uwaga: Jezeli ne N7, to badajgc zachowanie funkcji w —oo oraz w + o, korzystamy

ze WZOorow:
+o0, gdyn-liczba parzysta
e lim x" =+ e limx" =47 9% . p_ /
X420 X——o0 —oo, gdyn-—liczbanieparzysta
J Iimin:O . Iiminzo
X—>+00 Y X——0 ¥
e limYyYXx =+o0 e lim%x = —w, gdy n jest liczbg nieparzystq.

Zadanie 1. Podaj wartosci granic Xlimw f(x) i H“fpw f(X) funkcii, ktérej wzor i

fragment wykresu przedstawiono ponizej:

2
a) f(x) =—x° +3x o) f(x) = c) f(x)=—1
X—1 1+X
v A ‘ }'“
|
1/
> | >
o] 1 AN T ol | I .
Zadanie 2. Oblicz granice:
a) lim(3x® —4x* +6) b) lim(x* —6x> —2x+8)
c) lim(6x® —2x* +8x +1) d) lim(4—x—x*-x%)
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2x3 +4x -1 . x2-6x°

e) lim———= f) im———M—
) xe x% —3x% +2 ) x>»3x% —2X+5
i 8x® —6x+8 Al i x*+x3-11
g) lim ——=———— ) lim —————
x—> -0 2" +2X -5 x—>-» 2x° + B5x +15
oo 2x3+6x%-8 . X°+5Xx-6
i) lim=——————— j) lim—————=
xom 4X =X x>0 X* +3X—4

14.POCHODNA FUNKCIJI | JEJ INTERPRETACJA

Temat: ILORAZ ROZINICOWY FUNKCJI

Oznaczenia:
h = Ax = x; — x,- przyrost argumentu funkcji f od x, do x;
Af = f(x,)— f(x, ) - przyrost wartosci funkcii f, gdy przyrost argumentu jest rowny AX

Jesli funkcja f jest okreSlona w przedziale (a, b) i xq + Ax € (a,b) i , gdzie Ax # 0, fo iloraz
f(xo +4x)— f(x, )
Ax

Ax zmiennej x.

nazywamy ilorazem réznicowym funkcji f w punkcie x, dla przyrostu

f(xo +4x)— 1(x,)
Ax
tworzy prosta przechodzgca przez punkty A = (X,, f(x,)) 1 B = (X, +4x, f(x, + 4x)).

Geometrycznie iloraz réznicowy jest rowny tangensowi kagta, jaki

Prostg AB nazywamy sieczngq wykresu funkcii f.

Zadanie 1. Oblicz przyrost wartosci funkciji f odpowiadajgcy przyrostowi AX argumentu
od xo do xj, gdy:

a) fx) =1-2x, xg=-3, x;, =4

b) f(x) =4—x2, xg=-2, x;, =2

Zadanie 2. Oblicz iloraz réznicowy funkcii f w punkcie xo, gdy:
a) f(x) =§, Xo =3, Ax =2

b) f(x) =x2—4, xo =2, Ax =—1

C)f(x)=3x2+2x—1, x, =0, Ax = -1

d)f(x)=x2—1+1, Xo=0, Ax =1

e) f(x) =vVx2+3, xo=—1, Ax=1
ff) =—= % =2 Ax=1

9) flx) = —x*+2x+3, xg=—1, x, =2
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Zadanie 3. Napisz rownanie siecznej przecinajgcej wykres funkcji f punktach
o odcietych xo i x1, gdy:

a)f(x)=x*+1, xo=1, x;, =3

D) f(x) =4—x2 xy=-2, x, =2

C)f(X)=%, X0=—4, x1=1

d) f)=3--=, %=1, x =3

Temat: POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

f(xo +h)— f(x, )
h
pochodnq funkcji f w punkcie Xo i oznaczamy f'(Xo).

Definicja: Jezeli istnieje skonczona granica fim
5

, to granice te nazywamy

F100) = im X, + hr)]_ %)

Jedli funkcja f ma pochodng w punkcie %o, to méwimy, ze jest w tym punkcie
rézniczkowalna.

Zadanie 1. Oblicz na podstawie definicji pochodnqg funkcji f w punkcie Xo:

a) fX)=x2, x,=2 b) f()=x, x,=3,
c) f(x)=x2—2x, x,=1 d) f(x):XT_l, X, = -1
e) f(x)=5x-1, x,=1 f) f(x)= sz_l, X,=0
o) 1=, %,=4 h) 1=+, x,=4

Zadanie 2. Oblicz wspdtczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji f(x)= x*+1
W punkcie o odcietej x, . Podaj miare kgta, jaki ta styczna tworzy z osig OX:

1
a) x, =1 b) %o ="3 C) X, =-2

Zadanie 3. Oblicz wspotczynnik kierunkowy stycznej poprowadzonej do paraboli
o rownaniu y = 0,5x2;

a) w poczgtku uktadu wspodtrzednych,

b) w punkcie o odcietej x =2,

C) w punkcie o odcietej x =2,

d) w punktach przeciecia sie paraboli z prosta o rownaniu y =2,5x — 2.
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Temat: POCHODNA JAKO FUNKCJA

Funkcje, ktéra kazdej liczbie x, € Dy przyporzgdkowuje liczbe f'(x,) (o ile istnieje)
nazywamy funkcjg pochodng funkciji f lub pochodng funkciji f i oznaczamy f'.
_ fix+h)- f(x)

ff(x)= Jim . , Qdziexe D,
Uwaga:
, . ) 1y _ 1
* (c))=0, gdziec—stata * (X°)=2x . (;j :_x_z dlax=0
« ()=1 o (x*)=3x? . (\/;)=L dlax>0
24/x

* dla dowolnej réznej od zera liczby catkowitej n: (x" ) =nx"" dlax=0

Zadanie 1. Wyznacz z definicji pochodng funkcji okreslonej wzorem:
a) f(x)=x*-2x+6 b) f(x)=2x*-x

Zadanie 2. Oblicz pochodng funkciji:

a) f(x)=-2 b) f(x)=4 c) f(x)=-3x
d) f(x)=x*. e) f(x)=5x°. f) f(x)=5x"
9) f(x)=—%x4. h) f(x):—%x2 ) f(x):xi7
j) f(x)=% k) f(x)=Yx. 1) f(x):%_

Zadanie 3. Oblicz pochodnqg funkcji i podaqj jej dziedzine:

a) fx)==z-2x b) f(x)=2-8x?

c) fx)=x>+35 d) f(x)=2x* —4x?+5x—1.
e) f(x) = x° - 6x° +2x +° ) f(x)=Yx® —5x
Zadanie 4. Oblicz (1), gdy:

a) f(x)=1+x> b) f(x)=2x®-3x* —12x+5
c) f(x)=x>++/x d)f(x):x+%

Temat: POCHODNA SUMY, ROINICY, ILOCZYNU | ILORAZU FUNKCJI

Jesli funkcje f i g majg pochodne w punkcie X, to:

. - fo0y=c- F ) * (100 9= 00 9+ 169 ')
C (0+I0)= FOO+T0) o ( “X)J = 10-00)- 1) 90 4940
) )

* (f()-9X)=fx)-9g'Kx)
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Zadanie 1. Wyznacz pochodng funkcji f. Oblicz f'(2):

a) f(x)=6x*-3x+4 b) f(x)=x®-8x*-1
c) f(x)=-2x*+6x>—-x d) f(x)=%x“—%x2+4
e) fx)=2x*+x>—-x f) f(x):%x3+2x2+3x
3 3 3 2
fx)==x> - >x* —x h) fx)=>x*-=x-2x
g) f(x) c 2 ) f(x) 2 3

Zadanie 2.Wyznacz pochodng funkcii f:

a) f(x)=(x* —6x?)(x* +2x) b) f(x)=(x +1)(x* —3)
o) fX)=(2-3x-x*)(1+x?) d) f(x)=(x> —3x* )(x" +3x+1) .
e) f(x)= Vx(3+2x) f) 1)=(Vx -2)(4-x)
9) f)=(x* —2x* )(x° = x+2) h) f(X)=(Vx +3)(x* +3)
i) f(x)=(3x-4)(5-x) i) F(x)=(x* =3x)(x* -5)
k) £(x)=/x(2x—-3) 1) f(x)=(Vx —4)(x—3)
m) £(x)= x*(3—-8x) n) F(x)= (VX —1)(—= +1)
Jx

Zadanie 3. Wyznacz pochodnq funkciji f i okresl jej dziedzine:

2 X
a) f(x)= );2 J_“Z b) 0= —5
i I
e) f(x)= g;(:? ) f(x)= —in(;f); :15

Zadanie 4. Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkcii f w punkcie o odcietej Xo :

x*+1
a) fx)=x*-2x, x,=1 b) f(x)= o X, = -3

Zadanie 5. Oblicz:
a) '), gdy f(x) =

x2—
x+1

o) f'(0), gdy f(x) =12t
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Temat: INTERPRETACJA GEOMETRYCIZNA | FIZYCZNA POCHODNEJ W PUNKCIE

Jezeli funkcja f ma w punkcie x, pochodnq, to stycznq do wykresu tej funkciji
w punkcie (x,, f(x,)) jest prosta o rownaniu y— f(x,)= ' (x, Jx —X, ). Liczba T'(X0) jest
jej wspotczynnikiem kierunkowym.

Zadanie 1. Napisz rownanie stycznej do paraboli y=-x*+5x+6 w punkcie A=(-1,0).

1
Zadanie 2. Wyznacz kgt nachylenia do osi OX stycznej do krzywej y:§x3 W punkcie
1
A=|1=
23

Zadanie 3. Styczna do wykresu funkcji f jest rownolegta do prostej k. Napisz rGwnanie
stycznej, gdy:

a) fx)=x*, k:y=x+1

b) fx)=x>+x*+x+1, k:2x-3y=0

Zadanie 4. Oblicz kat, jaki tworzy z osig x styczna do wykresu funkcji f w punkcie
O odcietej xo, gdy:
x—-1

a) fx)=-— %=3.

b) f(x):%x3 —2x* +4x+5, X,=2,

c) f(x)=+x(x-1), x,=1.

Zadanie 5. Droga przebyta w ciggu t sekund przez punkt materialny, poruszajgcy sie
ruchem niejednostajnym, okreslona jest wzorem s(t) = 613- 812 + 7t - 4. Oblicz predkos¢
tego punktu w chwilach: f; =1, 2 =2it3= 3.

Zadanie é. Pewne ciato porusza sie w czasie t po drodze s z predkosciq v
i przyspieszeniem a . Napisz wzér opisujgcy predkosc i przyspieszenie, gdy:
Q) s(t)=40t-5¢2 b) s(t)=30t+2t2 c) s(t)=100t-t2,

Zadanie 7. Dla kilku pierwszych sekund predkosc¢ v ruchu wystrzelonej rakiety okreslona

jest v(t) =3f2 - 6t. Oblicz, z jokim przyspieszeniem bedzie poruszata sie rakieta
po czterech sekundach lotu. W jakim przedziale czasu przyspieszenie bedzie uiemne?
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Temat: ZWIAZEK POCHODNEJ Z MONOTONICZNOSCIA FUNKCJI

Rézniczkowe kryterium badania monotonicznosci funkciji: Jezeli funkcja f jest
rézniczkowalna w przedziale (&) oraz dla kazdego argumentu X @b

o T'09=0, 1o funkcja f jest stata w przedziale (&,b)

« ') >0, to funkcja f jest rosngca w przedziale (&,b)

o () <0, 1o funkcja f jest malejaca w przedziale (a;b)

Zadanie 1. Ponizej przedstawiony jest wykres pochodnej " funkciji f. Okresl przedziaty
monotonicznosci funkcii f:
a) b)

y A
t y=f'(x) | 14

X —t—31
r T
c) d)
A )
1 [ ¥E7I)
N y=r(x) 2l K]
14 4 A
\x A + 4 ' 4 + % +—3
o I\, % A1 T &
\\\ \
r \_‘.‘ J }
e) f)
y
ALy VR4 M
//x 1 /
| -Q‘// = | ‘2 + ‘; +
1/ -2 10} 1 /2 X
B e e S \
0] 1 , X /
/
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Zadanie 2. W tabeli ponizej okreslony jest znak i wartosci funkcji pochodnej f' funkcii f.
Podaj przedziaty monotonicznosci funkciji f i okresl rodzaj monotonicznosci:

a)
X (-0; 3) 0 (0; 3) 3 (3; +0)
f'(x) - 0 + 0 +
b)
1;
X (;-3) | 3| (31) |1 +(w)
f'(x) + 0 - 0 -

Zadanie 3. Fragment wykresu funkcji f okreslonej wzorem f(x) = x3- 1 przedstawiono
na rysunku:

74
L=

a) Okresl dziedzine i przedziaty monotonicznosci funkcii f.
b) Okresl pochodna funkciji f i naszkicuj jej wykres.

c) Okresl znak pochodnej funkcji w zbiorze R.

Zadanie 4. Wyznacz przedziaty monotonicznosci funkcji f:
a) fx)=x? —gxz b) f(x)=x®-12x

c) fx)=x*+3x* -1 d) f(x)=-x®+9x*-27x

e) f(x)=-x*+6x f) f(x)zéxs_%6x2—2x+4
g) fx)=x"-2x*-3 h) f(x)=X—;
. _ 95X . _ 1
i) f(><)—1+x2 i) f(x)—x+;
=2 ox-x _x-1
k) f09="~2x~x ) 100=—
_ X2 _X_2_X2
m) )=z n) f()="5" .
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Temat: ZWIAZEK POCHODNEJ Z EKSTREMUM FUNKCJI

Wsréd ekstremum lokalnego funkciji wyrdzniamy minimum lokalne (punkt, w ktérym
funkcja przechodzi w rosngcq) oraz maksimum lokalne (punkt, w ktérym funkcja
przechodzi w malejgcq)

Oznaczenia: Ymin - minimum lokalne
Y max - maksimum lokalne

Warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji rozniczkowalnej

Jezeli funkcja fjest rézniczkowalna w punkcie x, € D i ma w tym punkcie ekstremum,
to f'(xy) = 0.

Warunek wystarczajqcy istnienia ekstremum funkcji rézniczkowalnej

Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w przedziale (a, b) oraz gdy :

* x€(a,xy)i f'(xg) >0 orazx € (x5,b)i f'(x) <0 to funkcja ma w punkcie x,
maksimum

*x € (a,xy)i f'(xg) <0 orazx € (xy,b) i f'(x) > 0tofunkcja ma w punkcie x, minimum

Zadanie 1. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f. Przeanalizuj ten wykres,
podaj punkty, w ktérych funkcja ma ekstrema lokalne i okresl ich rodzaj:

O) b) C)
))1& y{l yT
T Ere Shrm Ll s} 2=1feo

21N Y 2] 0 i

1 AT R 11
T RN A e

—2 \‘ I‘ -+
-3 .—3
[ }

Zadanie 2. Wyznacz ekstrema funkcji f okreslonej wzorem:

a) fx)=x>-2x>+x-5 b) f(x)=2x°-3x*-1
c) f(x)=x>-12x d) f(x)=x>-x*>-x-1,
e) f(x)= 253 _3x2 —8x f) f(x)= X"
3 2x—6
4x X+4
f(x)= h) f(x)=——
g) f(x) N ) f(x) N

Zadanie 3. Dana jest funkcja f(x) = x3 — 9x:
a) wyznacz dziedzine funkciji,
b) oblicz miejsca zerowe,
c) wyznacz przedziaty monotonicznosci,
d) wyznacz ekstrema funkciji.
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Zadanie 4. Dana jest funkcja f(x)= x* —2x* -5:

a) wyznacz przedziaty monotonicznosci funkcji f
b) znajdz ekstrema funkcji.

Temat: WYZNACZANIE NAJMNIEJSZEJ | NAJWIESZEJ WARTOSCI FUNKCJI

Zadanie 1. Wyznacz najmniejszqg i najwiekszg wartos¢ funkcji w przedziale:
a) fx)=x° +%x2 -12x+5 <-2,2>

b) f(x)=x®-3x*-24x <-23>

c) f(x) =4x3+3x?—6x, <0,2>

d) fx)=x>—-3x>+6x—-2 <-2,3>
e) f(x)=x*-2, <-1;2>

f) f(x)=x>+6x?, <-3;2>

g) f(x)=x*-3x*+6x-2, <-11>

Temat: POWTORZENIE WIADOMOSCI - POCHODNA FUNKCJI

SPRAWDZ, CZY JUZ UMIESZ:

wyznaczac¢ pochodng funkcji wielomianowej,

wyznaczac pochodng sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu funkcji wielomianowe;,
zapisac rownanie stycznej do wykresu funkcji w podanym punkcie,
wyznaczac przedziaty monotonicznosci funkcji

wyznaczac¢ ekstrema funkcji,

wyznaczac wartoS¢ najmniejszqg i najwiekszqg funkcji w przedziale domknietym.

ANE NI VR N

ZADANIA POWTORZENIOWE

Zadanie 1. Wyznacz pochodng funkcii:

a) f(x)=-3x"+x+4 b) f(x):—%x“+%x3—%x2
0) fxX)=( =1)(2x2=5)  d) f(x)= V/x(3x* = x?)

_ Ax+1 X2 -3x
& 0= D10=""5

Zadanie 2. Wyznacz przedziaty monotonicznosci funkcji f(x)= x* —3x—5.

Zadanie 3. Wyznacz ekstrema funkciji f(x)= —x*>+3x+2.
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Zadanie 4.Wyznacz warto$¢ najmniejszq i najwieksza funkcji f(x)= x* —6x* +9x
w przedziale <-1, 4>,

Zadanie 5. Napisz rownanie stycznej w punkcie przeciecia sie wykresu funkcji f z osiq x,

X—3
dy fx)=——.
gdy f)=- —
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